CHAPITRE 11- la fonction exponentielle

Rappels des chapitres 6 et 9
Dérivée de la fonction x - g(ax + b)

(g(ax + b)) = ag'(ax + b)

Propriété : g est une fonction dérivable sur un intervalle J. a et b sont deux nombres réels.
Alors la fonction x — g(ax + b) est dérivable sur I’intervalle pour lequel ax + b € J et ona:

Théoreme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |

Si pour tout réel x de I, f’(x) > 0 alors f est croissante sur I.
Si pour tout réel x de I, f’(x) < 0 alors f est decroissante sur .
Si pour tout réel x de I, f’(x) = 0 alors f est constante sur |.

I-Introduction historique :

Au cours du XVIIe siécle les mathématiciens s'intéressent au probleme des tangentes (comment tracer les
tangentes a une courbe) et le probléme inverse des tangentes (comment, connaissant une propriété sur les

tangentes, reconstituer la courbe correspondante).

On appelle sous-tangente a la courbe C au point M la
longueur PH ou H est le projeté orthogonal de M sur I’axe
des abscisses et P I’intersection de la tangente avec 1’axe des
abscisses.

Le mathématicien allemand Leibniz introduisit le calcul

intégral en essayant de résoudre le probléme

suivant : « trouver une courbe dont la sous-tangente soit

constante »

On admet que la courbe C représente une fonction f et le
point M a pour abscisse x.

La constante est supposée égale a 1.

() = MH_ [(®)
f)= PH 1
Chercher une courbe donc la sous- tangente est constante
égale a 1 revient a chercher les fonctions f vérifiant :

f'(x) =f(x) (équation différentielle)

Simplification du probléme :On va dans un premier temps , chercher I’existence d’une fonction f dérivable sur

R telle que pour tout réel x, f'(x) = f(x) et f(0) = 1.

1. Définition de la fonction exponentielle — propriétés algébriques:

1.Théoréme -définition :

Théoréme :

Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que pour tout réel x, f'(x) = f(x) et £(0) = 1.

Démonstration de l'unicité: L'existence est admise
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1% étape : démontrons que f ne s'annule pas sur R.
Soit g lafonction définie sur R par g(x) = f(x)f(—x)
9(0) =f0)f(0)=1.
g est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R.
pour tout réel
e g=uv
o u(x)=f(x) u)=[f(x)
v(x) = f(=x) v(x) = —f(=x)
e g=uv+uw
9 = f Cf (=) + FE (=)’
= f'Of(=x) + f ) (—f'(—x))
=f)f(=x) = fF()f(=x)
=0
On en déduit que la fonction g est constante sur R et donc pour tout réel x, g(x) = g(0)

soit f(x)f(—x) = 1.

Raisonnement par I’absurde.
Supposons qu’il existe un réel x, qui annule la fonction f.
Onaf(xo)f(=xp) =1 orf(xy) =0

On en conclut que 0 = 1.ABSURDE !On en déduit que la fonction f ne s’annule pas sur R .
1

Plus fort encore , f(—x) = )

2°M¢ étape : montrons ’unicité
On sait que pour tout réel x, £ (x) = f(x) et £(0) = 1.
Supposons qu'il existe une fonction g telle que pour tout réel x, g (x) = g(x) et g(0) = 1.

9

()

k(0) = 1 k est dérivable sur R en tant que quotient de fonctions dérivables sur R (avec un dénominateur qui
ne s’annule pas)

° k:E

Montrons que pour tout réel x, g(x) = f(x) . Comme f ne s'annule pas (1% étape), on pose k(x) =

e u) =gk Uk =g =gKx)
v(x) =f(x) v =)= fk)

n = U v—uv'

o 2
14

reny 9 fF0)-g)fr(x) _9f@-g)fx) _ _0 _
R = 2% 7200) 172G 0
k est donc une fonction constante sur R et donc pour tout réel x, k(x) = k(0)

soit % = 1soit g(x) = f(x) . L'unicité de f est donc vérifiée.

Définition :
On appelle fonction exponentielle I'unique fonction f dérivable sur R telle que pour tout réel x,
£ (x) = f(x) et £(0) = 1.0n note cette fonction exp.

Conséquences :
exp(0) = 1 et pour tout réel x , exp (x) = exp(x)
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CHAPITRE 11 — LA FONCTION EXPONENTIELLE

Remarque : propriétés découlant de la démonstration

pour tout reel X , exp(x) # 0 et exp(—x) = exp (x)

2.Relation fonctionnelle

Théoréme :
Pour tous réels xety, ona: exp(x + y) = exp(x) X exp(y)

Remarqgue : L’exponentielle transforme une somme en un produlit

Preuve :
exp(x+y)

Soity un réel fixé. On appelle h la fonction définie sur R par h(x) = o)

(0+y)
h0) = =25 = S5 = e ().

h est dérivable sur R en tant que quotient de fonctions dérivables sur R (avec un dénominateur qui ne
s’annule pas)

e h= u
v
e ux)=exp(x+y) ukx)=1lexp'(x+y)=exp(x+y)
v(x) = exp(x) v'(x) = exp’(x) = exp (x)
« h = u'v—zuv'
v
' _ exp(xt+y)exp(x)—exp(x+y)exp(x) __ 0 _
() = @) T et

On en déduit que la fonction h est constante sur R et donc pour tout réel x, h(x) = h(0)
oit exp(x+y)

po— = exp(y). On en déduit donc que pour tout réel x, exp(x +y) = exp(x) X exp(y).

Corollaire : Pour tous réels x ety, ona:
1

a) exp(—x) = pe—
b) exp(x — y) = 22

c) exp(nx) = (exp(x))™ (n entier relatif)

Démonstration : admis
a) déja démontré dans la partie 11.

1 _ exp (x)
exp(y)  exp (¥)

b) exp(x —¥) = exp(x + (=) = exp(x) X exp(—y) = exp(x) X

3.La constante d’Euler — une nouvelle notation :

Définition :
L'image de 1 par la fonction exponentielle est notée e. On a ainsi e = exp(1)
e s’appelle la constante d’Euler.

Remarque : Avec la calculatrice, on peut obtenir une valeur approchée de e . e~ 2,718
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Notation nouvelle :

Onavu que exp(nx) = (exp(x))"
On a envie d’écrire que exp(x x 1) = (exp(1))" =e"
Notation :

On note pour tout X réel, exp(x) = e* .

Comme 77, le nombre e est un nombre irrationnel, c'est a dire qu'il s'écrit avec un nombre infini
de décimales sans suite logique.
Ses premiéres décimales sont :

e ~ 2,7182818284 5904523536 0287471352 6624977572 4709369995

9574966967 6277240766 3035354759 4571382178 5251664274...

Le nombre e est également un nombre transcendant. On dit qu’un nombre est transcendant s’il
n’est solution d’aucune équation a coefficients entiers.

Le nombre 4/2 par exemple, est irrationnel mais n’est pas transcendant puisqu’il est solution

de I’équation X? = 2. Un tel nombre est dit «algébrique».
Le premier a s’intéresser de fagon sérieuse au nombre € est le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707 ; 1783), ci-
dessus. C’est a lui que nous devons le nom de ce nombre. Non pas qu’il s’agisse de I’initiale de son nom mais peut étre
car e est la premiére lettre du mot exponentiel.
Dans « Introductio in Analysin infinitorum » publié en 1748, Euler explique que :

_1 1 1 1
e= ittt
Rappelons que par exemple 5! se lit "factoriel 5" et est égal a 1 x 2 x 3 x 4 x b
Par cette formule, il obtient une estimation de e avec 18 décimales exactes.
Nous devons aussi a Euler la démonstration de 1’irrationalité de e.

Conséquences sur les propriétés algébrigues :

Pour tous réels x et y et pour tout entier relatif n, on a

_ 1 _ e*
ety = X oV e X =_— ey =% e = (ex)n
ex ey

Application 1:
Vidéo mathssa.fr/expol (3mns31s)

Simplifier I'écriture des nombres suivants :

aCxe B=(e)*xe”’ ()’
= _5 —
e 3x+1 -x-1
— - e xXe
_el% =50 x 73 £2XX3
=€ _
e —_
3x+1-x-1
—(- ~30-3 e
= 63 ( 5) = e e6x
= eS8 =e™>° =g
_ p6X—2X _ p4x
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Application 2:

ex

e~*  eX41

Démontrer que pour tout réel x, T

11

Pour tout x reel , = 1
1+e™ 1+
e

1

_ex+1
eX eX

e*+1

I11. Etude de la fonction exponentielle

1.Signe et variations de la fonction exponentielle

Propriété :
La fonction exponentielle est strictement positive sur R .

Preuve :pour tout réel x, e?* = (e*)?

x xy 2 xy\ 2
En remplacant x par ’Z—C on obtient : e°z = (e5> soit e* = (e5> .

On en déduit que e* > 0 . Or on a vu que ’exponentielle ne s’annule pas.

On en déduit que pour tout réel x, e* > 0.

Corollaire :
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R .

Preuve :pour tout réel x, exp’(x) = e* ore* > 0.
On en déduit que pour tout réel x, exp’(x) > 0.
La fonction exponentielle est donc strictement croissante sur R .

Conséquence : Pour tous réelsaetb, ona:
Ae*=elosa=b
b)e* <e?l @ a<b
Qe*>elesa>h
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CHAPITRE 11 — LA FONCTION EXPONENTIELLE
Méthode : Résoudre une équation ou une inéquation

Vidéo mathssa.fr/expo2 (3mns315s)

Vidéo mathssa.fr/expo3 (2mns42s)

a) Résoudre dans R I'équation e**~3 — ¢=2% = 0,
b) Résoudre dans R l'inéquation e**~1 > 1.

a) b)
2
ex -3 _ e—Zx =0
e4x—1 > 1
PN e4x—1 > eO

2_ -
e pX?-3 — g2

©x?-3=-2x
©x?2+2x-3=0
a=1.b=2.c=-3 ©4x—-1=20
On calcule le discriminant A = b? — 4ac = 16 S4x =1
1
A > 0. L’équation x? + 2x —3 = 0 admetdonc |©* =7

deux solutions :

—h— i, T 1
X, = b—/A — 2—V/16 — _3 S:[Z,+Oo[
2a 2
-b+V4a  -2+16
xZ = = = ]_
2a 2
S={-3:1}

Méthode : Etudier une fonction exponentielle
Vidéo mathssa.fr/expo4 (10mns42s)

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x + 1)e*.

a) Calculer la dérivée de la fonction f.

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

c) Déterminer une équation de la tangente a Cf au point d’abscisse 0.

a)f est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R.

Pour tout réel x,

o f=uv
e ux)=x+1 ux)=1
v(x) = e* v'(x) = e*

e f=uv+uw
f'(x)= 1le* + (x + 1e*
=e*(1+x+1)
= e*(x +2)
b)e* > 0 . Ainsi f'(x) est du signe de x + 2.
x+2>0= x> -2,
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X |-o0 -2 —+00
f'(x) - 0 +
%) - —
T

f est décroissante sur | — oo ; —2] et croissante sur [-2;+o[  f(-2)=(-2+1De 2 =—-e"2=—-=.

c)Une équation de la tangente a Cf au point d’abscisse a esty = f’(a)(x —a) + f(a)
On remplace a par 0.

y=f'(0)(x—0)+f(0) orf(0)=(0+1)e’=1etf'(0) =e°(0+2)=2
y=2x+1

2.Courbe représentative de la fonction exponentielle

10

3.Dérivée de e®*°:

Propriété
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e®**+b
f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = ae®**?

Preuve : f(x) est de la forme g(ax + b) avec g la fonction exponentielle.
Comme g est dérivable sur R alors f 1’est aussi et pour tout réel x,
fl(x)=a x g(ax+b)=a x exp'(ax+b) =a x e¥*P

Exemple : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e3¥75.
f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = 3e3*5
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Sion généralise :  (e®™*?)" = (ax + b)'e®**? (eV) =u'et

Propriété : hors programme
u est une fonction dérivable sur un intervalle I.

. P L. , ' (€9) .
Alors la fonction f définie sur | par e est dérivable sur | et pour tout réel xde | ,ona: f (x) = u’(x)eu ¥ soitla

formule (e¥) = uw'e"

Exercice : étude d’une fonction exponentielle négative
Soit £ la fonction définie sur [0 ; 50 000] par f(x) = e~000012x

1

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000

Déterminer f’(x) puis étudier son sens de variations

f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = —0,00012¢ ~0.00012x
e~000012x 5 (0 £(x) est du signe de -0,00012.

x 0 50000

f(x)

f(x) 1
 56

f est décroissante sur [0 ;50 000].
f(O) — e—0,00012><0 — eO — 1
£(50000) = @ —0,00012X50 000 — ,—6
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