CHAPITRE 5 - LE SECOND DEGRE 2eme partie

I-Forme canonique : rappel

Vidéo :mathssa.fr/seconddegre (3mns30s a 7 mns)

Propriété :

Pour tout polynome du second degré f(x) = ax® + bx + c, il existe deux réels a et B tels que

ax’ +bx+c= alx—a)* + B

L’expression a(x — a)? + f est la forme canonique du polynéme du second degré ax® + bx + ¢

Non exigible !

Soit la fonction polyndme ftelle que f(x) = ax2 + bx + ¢, ol a est un réel non nul.

: En mettant le coefficient a en facteur, on obtient rax?+bx+c=al+ %x + %)

On peut considérer x? + —sx comme le début du développement du carré de (x + L) :

bY_a,b, B 42, b ( b)z_i
(x+2a) = +ax+4a2doux +ax X+ ¥

2a

D'ou:f(x)= a(x+2a) 4a2+£

f)=a (x+

2a

f)=d (x + ';) - A] (en notant A le réel b2 - 4ac)

a

...........

4“] (apres réduction au méme dénominateur)

a2
f(,x)=a(x = Z—b) +(4—A)50itf(x)=a(x—a)2+Baveca=;—"1’ etB:Z—A.

2a

Exemple: f(x) =x?+2x+3 =x%2+2x + 1+2=(x+1)2+2=1(x—(—1))2+2.

a=1,a=-1,=2

Définition :

soif f la fonction polyndme du second degré f(x) = ax* + bx + c¢. (a non nul)

On appelle discriminant de f le réel A = b* — 4ac

Propriété :
b
a=——etp=—=

2a 4q "’

La forme canonique du polyndme du second degré ax® + bx + c est: ax? + bx +c¢ = a(x + 23)2 -

4a
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CHAPITRE 5 — LE SECOND DEGRE 2°™ partie

Il - Variations et représentation graphique de x —» ax? + bx + ¢
Vidéo : mathssa.fr/seconddegre (de 7 mns jusqu’a la fin)

Théoréme :

Soit f le polyndme du second degré dont la forme canonique est a(x — a)? + 8
Si a > 0 alors f admet un minimum en x=« de valeur g

Sia < 0 alors f admet un maximum en x=« de valeur g

a>0 a<o0

+00

f(x) f(x)

La courbe représentative de f est une parabole
dont les branches sont orientées vers le haut dont les branches sont orientées vers le bas

La courbe représentative de f est une parabole

de sommet S(a; f) d’axe de symétrie la droite de sommet S («; B) d’axe de symétrie la droite

24 M —
d’équation x = « d’équation x = «

Preuve :

+On suppose a > 0.0n a, pour tout réel x, (x) = a(x -0)? + .
* Soit u et v deux réels tels que 0. < u < v.Onaalors 0 < u - 0. < v - ordonc (u - o) < (v - )
: puisque la fonction carré est croissante sur [0; +22[.
 Le réel a étant positif, on en déduit que a(u - 0 < a(v - )2 puis que alu - 0)? + B < a(v-0)? +
‘ soit f(u) < f(v). On a ainsi démontré que fest croissante sur l'intervalle [or; +22[.
: Soit u et v deux réels tels que u < v < 0. On a alors u— 0. < v— o < 0 donc (u - )2 = (v - 1)?
puisque la fonction carré est décroissante sur ]2 ; 0].
‘ Le réel a étant positif, on en déduit que a(u - )2 = aly - o1)2 puis que alu - o2 + B = a(v - )2+ p
: soit f(«) = f(v). On a démontré que fest décroissante sur lintervalle ]2 ; 0.
- On procéde de la méme fagon poura < 0.

Axe de symétrie
! La fonction polynéme f peut s'écrire f(x) = a(x — o) + B.

Soit M (x, f(x)) un point de la parabole P représentative de fdans un repére.
: On note M’ le symétrique de M par rapport a la droite d d'équation x=o..

: Les coordonnées (x'; ') de M’ vérifient * '; 2
: [MM’] appartient a la droite d.

: Onaalors x +x' =20 soit X’ = 20— x. I e T
i Ona:f(x)=a(20.- x - o) + B=alo.— x)2 + B=/(x) soit f(x') = y =" : on en déduit que M’ est un
: point de P.

5,_0n adonc démontré que P est symétrique par rapport a la droite d'équation x = oL

=oety =y carle milieu de
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CHAPITRE 5 — LE SECOND DEGRE 2°™ partie

Exercice d’application :
Soit f le polyndme du second degré défini par f(x) = x* + 6x + 10
Déterminer en justifiant les variations de f.

On identifie les coefficients a, b et c.
a= 1,b= 6etc= 10

On calcule le discriminant A= 6% —4 x 1 x 10 = 36 — 40 = —4.

b 6 A -4
= ——=-—-=-3 epf=—"=—"=1
2a 2 4a 4

ax?+bx+c=a(x—a)>+p
x2+6x+10=(x+3)?+1

a > 0 alors f admet un minimum en x=-3 de valeur 1.
f est donc décroissante sur ]-oo ;-3] et croissante sur [3 ,+oo/

X -00 -3 +00

o

lll- Equations du second degré
Vidéo :mathssa.fr/seconddegre2(de 0 a 6mns)

Propriété :
Soit le polynéme du second degré ax2+bx+c.Soit A son discriminant A =b? — 4ac

e siA<0alors I’équation du second degré ax2+bx+c=0 n’a pas de solution réelle.

e si A =0 alors I’équation du second degré ax2+bx+c=0 a une unique solution : x, = — o
a

e si A >0 alors I’équation du second degré ax2+bx+c=0 a deux solutions distinctes :

_—b-VA —b+VA

X
! 2a

Ouxz =

mathssa.fr/seconddegrecours

Preuve :

F(x) = ax’ + bx + ¢ peut sécrire sous sa forme canonique: A = b? — 4ac

— 2 — i t __A
f(x) =alx —a)* + [ avec a——zae B = v
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Donc :ax? + bx + ¢ = 0 peut s’écrire :

p\2 b%-4ac
a(x+z) T 4a =0
(r+) ~m-
a\x 2a 4q
(r+2) =2
a\x 2a)  4a
(c+5) =
x+—| =—

2a 4q2

car a est non nul.

CHAPITRE 5 — LE SECOND DEGRE 2°™ partie

. . A (e[ D A
- Si A<0:Comme un carré ne peut étre négatif (E < 0), I'équation

ax? + bx + ¢ = 0 n'a pas de solution.

b 2

x+—)
2a

0

(

L'équation n'a qu'une seule solution : x,

Si A=0: L'équation ax? + bx + ¢ = 0 peut s'écrire :

-b

Si A>0: L'équation ax? + bx + ¢ = 0 est équivalente a :

b A b A
X+— =— |[-— ou x+— = [—
2a 4a? 2a 4a?
b VA b VA
X+— =—"T"_- O0u x+—— =
2a 2a 2a 2a
VA b VA b
X=—"T"—"" 0l xX="—"—""—
2a 2a 2a 2a
-b—VA —b+VA
X=—T"" 0uU x=—"T—""
2a 2a
o o ~b—VA
L'équation a deux solutions distinctes : X, = a ou x,

Exercice d’application : Résoudre dans R les équations suivantes:

a)x?—3x+4=0

a=1

A= (-3)?2-4x1x4
= 9-16

-7

A <0donc I’équation x* — 3x +
4 = 0 n’a pas de solution réelle

S=0

b) 5x2 —70x + 245 =0

a=>5 b=-70 c¢=245

A= (=70)? — 4 x5 x 245

= 4900-4900

0

A =0 donc I’équation 5x% —
70x + 245 = 0 a une unique

L b -70
solution : x, = e 0 T
7.

S={7}

—b+VA
~ 2a

¢)-3x2+x+4=0

a=-3 b=1 c¢=4
A= 1P—4x(-3)x4
= 1+48
= 49

A >0donc I'équation —3x% +
x +4 = 0 a deux solutions

distinctes :
-b—VA _ -1-y49 _ -1-7
xl = = = =
2a 2% (-3) -6
* ou %, = —b+\/Z: “47 g
3 2a -6
s={;-1}
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CHAPITRE 5 — LE SECOND DEGRE 2°™ partie

IV — Factorisation et sighe d’un polynome du second degré

Vidéo :mathssa.fr/seconddegre2(de 6mns a 9 mns)

Propriété : Soit f une fonction polynédme de degré 2 définie sur R par

f(x) = ax?®+ bx +c.

-SiA=0:Pourtoutréelx,ona: f(x) = alx — xq)>.
-SiA>0:Pourtoutréelx,ona: f(x) = alx —x1)(x — x3).
- Si A <0, il nexiste pas de forme factorisée de f.

Vidéo :mathssa.fr/seconddegre2(de 9 mns jusqu’a la fin)

Remarques :
2 — by A
ax +bx+c-a((x+2a) 4a2).

. A b
e SIAO alors—4—az>0et(x+z) -

(f est donc du signe de a)

A
4qa2

> 0. f(x) est le produit de a par un nombre >0

e SiA=0 alors f(x) =a(x+ %)2 . f(x) est le produit de a par un nombre >0 sauf en —%

ou il s’annule (f est donc du signe de a sauf en x, ou elle s’annule.)

® SiA>0 alors f(x) = a(x —x)(x —x3) . f(x) estdu signe de a a I’extérieur de ses racines.

Propriété :

Soit le polynéme du second degré f(x) = ax* + bx + c. Son discriminant est A = b? — 4ac.

e siA < 0alors fest du signe de a.

X -00 +00
f(x) =ax*+bx+c signe de a
e siA=0alors fest du signe de a sauf en x, ou elle s’annule.

X -0 Xo +00
flx) = ax®:+bx+c signe de a 0 signe de a
e SiA > 0alors f estdusigne de a « a ['extérieur de ses racines ».

(six; <x3)

f(x) =ax*+bx+c

signe de a

0 signede-a 0 signedea
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CHAPITRE 5 — LE SECOND DEGRE 2¢™ partie

Récapitulatif :

>
A y a>0

Dans le casa > 0, 0n
dit que la parabole est
«tournée vers le haut » ; < -
o 1 ' 2 X
dans le cas a < 0, on dit v /
qu'elle est « tournée vers '
le bas ».

Méthode : Résoudre une inéquation du second degré

Résoudre I’inéquation : x> + 3x — 4 < 0
a=1 b=3 c¢c=+4

A= 32-4x1x(-4)=25

A >0 donc le polynome du second degré x* + 3x — 4 a deux racines distinctes :

-b—JA _ -3-25 _ -3-5 —b+JA _ —3+5
X1 = \/—: \/2_: 3 = —4 ou Xy = +\/_: + =1
2a 2X1 2 2a 2
x% + 3x — 4 est du signe de a = 1 a Pextérieur des racines
On obtient le tableau de signes :
X -0 —4 1 +®
f)=x?+3x—4 + 0 - 0 +

L'ensemble des solutions de I'inéquation x? + 3x — 4 < 0 estdonc S = |—4;1[.
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CHAPITRE 5 — LE SECOND DEGRE 2¢me partie
Revoir les points essentiels

Equation f(x)=0

+A > 0: deux solutions x, = -_b;_@
Forme factorisée a
+A>0:f(x)=alx - x)x-x,) e.xz=-b_2.:,£

«A=0:f(x) = alx - x? .A-o:unesolutbna--%

+A < 0:f(x) non factorisable

+A < 0:pas de solution réelle

Fonction polynome du second degré f
el e : f(xX)=ax*+bx+ caveca#0

Représmhﬂongraphlquedelaf
Parabole de sommet S(c.; f(ct))

aso| | A

Signe de f(x) avec x, <x,
x -0 X| S,

signedea 0 signede-a 0 signedea

a
signedea 0 signe dea

signe de @
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