Chapitre 8 primitives et intégrales

CHAPITRE 8 — Primitives et integrales

I-Rappels sur les équations difféerentielles
Vidéo :mathssa.fr/equadiff

1.Equation différentielle y’ = f

Définition :
Soit une fonction f définie sur un intervalle I.La fonction g est une solution de I’équation
differentielle y’ = f si et seulement si pour tout x de I, g’(x) = f(x).

2.Equation différentielle y’ = ay

Propriété :
Les solutions de 1’équation différentielle y’ = ay, a € R, sont les fonctions de la forme x —
Ce® ou C est une constante réelle quelconque.

Exemple :résoudre 1’équation différentielle (E) : 3y’ + 5y = 0.

Correction
5
3y+5y=0¢& 3y =-5yo y,=_§y

5
Les solutions de I’équation différentielle (E) sont les fonctions de la forme : x — Ce 3%, C € R.

Pour s’entrainer : mathssa.fr/equadif

3.Equation différentielle v’ = ay + b (a # 0)

Propriéte :
b
La fonction x — — . est solution de I’équation différentielle y’ = ay + b (a # 0).

Cette solution est appelée solution particuliere constante.
Propriété :
Les solutions de 1’équation différentielle y’ = ay + b (a # 0) sont les fonctions

b
de la forme x — Ce%* — Z’ ouC € R.

/7

Solution de I’équation Solution particuliere
Yy =ay constante de 1’équation
y=ay+b

Remarque : L’équation y’ = ay + b est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants.
Exemple : Résoudre une équation différentielle dutype y’ = ay + b

Vidéos : mathssa.fr/equadif4 et tmathssa.fr/equadif5

On considére 1’équation différentielle (E) : 2y’ —y = 3.

a) Déterminer la forme générale des fonctions solutions de 1’équation.
b) Déterminer 1’unique solution f telle que f(0) = —1.
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Correction
)2y ~y=3e 2y'=y+3e y =iy+> a=; b=

S Nlw

e Une solution particuliére constante est la fonction : x — —3 car — —=—i= -3.

NIRN W

1
e Les solutions de I’équation différentielle y’' = %y sont de la forme : x +— Ce2", C € R.

® Les solutions de 1’équation différentielle 2y’ — y = 3 sont les fonctions de la forme :
1
x+— Cez" —3,C€ER

1
b)f est solution de 1’équation différentielle, donc de la forme : f(x) = Ce2* —3,C € R

1
Donc f(0) = Ce2** =3 = — 3
Oor,fO)=-1les(-3=-1 =3-1=2

1
Etdonc: f(x) = 2e7z* — 3
Pour s’entrainer : mathssa.fr/equadif2

3.Equation différentielle vy’ = ay + f (a # 0)

Propriété :

f est une fonction définie sur un intervalle 1.

Les solutions de 1’équation différentielle y' = ay + f (a # 0) sont les fonctions de la forme :
x+— Ce™ +p(x),ouC €R.

Solution de I’équation Solution particuliere
y =ay de I’équation y’' = ay + f
Exemple : Résoudre une équation différentielle du type y’ = ay + f Vidéo mathssa.fr/equadif6

On consideére 1’équation différentielle y' — 2y = x2.

a) Démontrer que la fonction p définie sur R par p(x) = — %xz — %x — % est solution

particuliére de I’équation différentielle.
b) En déduire la forme générale de toutes les solutions de I’équation différentielle.

Correction
a)Pour tout reel x, p'(x) = —% X 2% —% = —x —%
v - _1_ _1 2_1 _1
Donc:p'(x) —2p(x) = —x 21 2><( le 5% 4)
24 42 =
= X5 +tx"+x+5
:xz
Onadonc:p'(x) — 2p(x) = x?
1

1 . L
est donc une solution particuliere de

La fonction p définie sur R par p(x) = — %xz —5x—7

I’équation différentielle y' — 2y = x2.

b) Les solutions de I’équation différentielle y’ = 2y sont de la forme x — Ce?*, C € R.
On en déduit que les solutions de 1’équation différentielle y’ — 2y = x? sont les fonctions de
la forme :

1

fx) =Ce** —%xz —5x —%, C eR.
Pour s’entrainer : mathssa.fr/equadif3
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|1-Notions de primitives
Vidéo : mathssa.fr/primitivecours

1. Notion de primitives d’une fonction sur un intervalle

Une approche:
1.Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 3x? + 2x.

Déterminer une fonction F dérivable sur R dont la dérivée est f,

F(x) = x3 + x? (en effet F'(x) = 3x? + 2x F est ce qu’on appelle une primitive de f sur R)

2.s0it f définie sur ]0; +oof par f(x) = f—c +e*=2x % + e*.
Déterminer une fonction F dérivable sur ]0; 4+oo[ dont la dérivée est f.

La fonction F définie sur ]0; +oo[ F(x) = 2 xIn (x) + e*est une primitive de f sur ]0; +oo[.

En existe t-il d’autres ? La réponse est oui par exemple : G(x) = 2 X In (x) + e*+10

H(x) = 2 XIn (x) + e*-6, ... En fait, il en existe une infinité. Les primitives ont toutes la méme
structure . On les écrit sous la forme UNE PRIMITIVE + UNE CONSTANTE

Définition : f est une fonction définie sur un intervalle 1.
On appelle primitive de f, une fonction F dérivable sur I, telle que : F' = f.

Remargue :F est une primitive de fsi et seulement si F est une solution de 1’équation
différentielle y’ = f.

Exercice : soit les deux fonctions suivantes définies sur R.

3x%2-2x+3)e3¥
fe) =B et p(x) =

Démontrer que F est une primitive de f sur R.

3%
x2+1°

F est dérivable sur R. en tant que quotient de fonctions dérivables sur RR.

° F:E
v

e u(x)=e3* vkx)=x%+1
u'(x) =3e3* v'(x) =2x
° FI — u"lJv—Zuvl
Pour tout réel x,
3e3%(x2+1)-e3*2x _ e3¥(3x2+43-2x) _

F (X) = (xz+1)z - (x2+1)2 - f(X)

Comme F’ = f alors F est une primitive de f.

2. Ensemble des primitives d’une fonction sur un intervalle

Propriétés :
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e Toute fonction continue f sur un intervalle I admet au moins une primitive F sur cet intervalle.
e  On suppose que F est une primitive de f.
G est une primitive de f si et seulement si il existe unréel ktelque G = F + k.

Preuve :

1" point : cf partie I11

2%me point : vidéo : mathssa.fr/primitivedemo.html

Soit F et G deux primitives de la fonction f sur I.

Alors: F'(x) = f(x) et G'(x) = f(x).

Donc : F'(x) = G'(x), soit F'(x) — G’(x) = 0, soit encore (F — G)’(x) = 0.
La fonction F - G possede une dérivée nulle sur I, elle est donc constante sur 1.
On nomme C cette constante. Ainsi : F(x) — G(x) = C pour tout x de I.

On en déduit que les deux primitives de f différent d’une constante.

Conséquences :
e Deux primitives d’une méme fonction f continue sur un intervalle I différent d’une constante.

e On dit que I’ensemble des primitives d’une fonction continue f sur I est ’ensemble des
fonctions G définies sur I par G(x) = F(x) +k ,aveck e R.
e On suppose que f est continue sur I.
Soient xy un réel de I et y un réel . Il existe une unique primitive G de f sur I telle que G(xg) = y,

Remarque : il faudra faire attention au vocabulaire utilisé
Connaissant une primitive F de f, on pourra déterminer :

e toutes les primitives de f (ensemble des fonctions de la forme F+k ot k € R)
e la primitive de la fonction f si on connait I’image d’un réel par F.

Exemples :
x — In(x) est une primitive de la fonction x — isur 10; +oo[

x — In(x) est la primitive de la fonction x — i sur ]0; +oo[ qui s’annule en 1.

Les fonctions du type x — In(x) + k ou k € R sont les primivites de la fonction x — isur ]0; +oo[

Exercice : soit les deux fonctions suivantes définies sur ]0; +oo[

f(x) =In(x) etF(x) =x(In(x) — 1).
1.Démontrer que F est une primitive de f sur ]0; +oo[.
2.Déterminer la primitive de f qui s’annule en 1.

1.F est dérivable sur ]0; +oo[ en tant que produit de fonctions dérivables sur ]0; +oo].
o F=uv
e ux)=x v(x)=Ih(x)-1
vx)=1 v(x) =§
e F'=vuv+u
Pour tout réel x de ]0; +oof,
F'(x) = 1(In(x) — 1) + x X i =In(x) -1+ 1 =In(x) = f(x)
Comme F’ = f alors F est une primitive de f.
2.
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e Les primitives de la fonction fsont les fonctions G définies sur ]0; +oo[ par G(x) =
x(ln(x) — 1) +k (ke R)

e G(1)=0 nous permetd’écrire 1(In(1) —1) + k=0soit—1+k=0etk =1
G(x)=x(In(x) — 1) +1

3. Primitives de fonctions de référence

Fonction f Une primitive F
a, a €ER ax
X" 1 n+1
avecn € Z\ {—1;0} n+1
1 1
x2 X
1
- In(x)
x
1
e 2Vx
e* e*
cos(x) sin(x)
sin(x) —cos(x)

Propriété de linéarité des primitives :
Si F est une primitive de f et G est une primitive de g alors :
F + G estune primitive de f + g et kF estune primitive de kf, avec k reel.

Démonstrations :
-(F+G) =F'+G'=f+g
-(kF) = kF' = kf

Exemples : déterminer une primitive a I’aide de la linéarité
vidéos : mathssa.fr/primitive , mathssa.fr/primitive2 et mathssa.fr/primitive3
Dans chaque cas, déterminer une primitive F de la fonction f.

a) f(x) = x3 =2 b) f(x) = 3x% — = 0) f() ==
d) () = sur]o; +oof ) f(x) = ~sin(x) Nfw =%
Correction

a) f(x) =x3—2 doncF(x) = %x‘*—Zx

3 1 3
a2 2 a2 1 3 1y _ 3,3
b) f(x) = 3x x2—3x 3><x2doncF(x)—x 3><( )—x +>

1 _ 1 _ 1
c) f(x)zx_5=x > donc F(x):_—4x 4=_m
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d) fe=2=3x1 donc  F(x) =3In(x)
e) f(x) = —sin(x) donc F(x) = —(—cos(x)) = cos (x)

f()=L=2xL donc Fx)=2x2VE=4x

4.Primitives de fonctions composées

u est une fonction dérivable sur un intervalle 1.

Fonction Une primitive
u'u™ 1 n+1
avecn € Z\ {—1; 0} nr1?
ul
Vu 2Vu
avecu >0
ul
u In(u)
avecu >0
u'e” e
u’ cos(u) sin(u)
u' sin(u) —cos(u)

Point méthode : pour déterminer une primitive d’une fonction f, il faut (a une constante pres),
écrire f sous la forme d’une dérivée du cours, identifier les fonctions intermédiaires puis
utiliser les primitives des fonctions composées.

Exercice : Déterminer une primitive a I’aide des formules Vidéo :mathssa.fr/primitive4
Dans chaque cas, déterminer une primitive F de la fonction f.

a) f(x)=x%e* b) f(x) = (2x — 5)(x% — 5x + 4)2 Q) f(x) = \/x326_+1
Correction

a)f(x) = x2e*’ .f est continue sur R donc admet au moins une primitive F.
o f= gu’e“
o u(x)=x3 uw(x)=3x2 (We"=3x%")

e [ =-¢"

e Pour tout réel x, F(x) = %exg

b) f(x) = (2x — 5)(x? — 5x + 4)? . f est continue sur R donc admet au moins une primitive F.

e f=u'u?
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e u(x)=x>-5x+4 u(x)=2x-5 @u?>=2x—-5)(x%-5x+4))

e Pour tout réel x, F(x) = %(x2 —5x +4)3

X
¢ f(x)= . f est continue sur R donc admet au moins une primitive F.

X N

e u(x)=x>+1 u'(x)=2x 2x

(\/_E B 1/x2+1 )

« F=>2Vu=+u
e Pourtoutréel x, F(x) =vVx? +1

[11-Notion d’intégrale d’une fonction continue
Vidéo :mathssa.fr/integralecours.html

1. Aire sous une courbe:

a)unite d'aire

1)

|
0 . . —
0 1 2 3 4

Dans le repére (O, 1, J), le rectangle rouge a comme dimension 1 sur 1. 1l s'agit du rectangle
"unité" qui a pour aire 1 unité d'aire. On écrit 1 u.a.

L'aire du rectangle vert est égale 8 fois a l'aire du rectangle rouge.

L'aire du rectangle vert est donc égale a 8 u.a.

Lorsque les longueurs unitaires sont connues, il est possible de convertir les unités d'aire en
unités de mesure (le cm? par exemple).

b) Aire sous la courbe :
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Définition : 2= r=b|/
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ;b] [
de courbe représentative .

L’aire du domaine sous la courbe “ est I’aire du domaine
compris entre la courbe , I’axe des abscisses et les droites
d’équation x=a et x=b.

Cette aire s’exprime en unité d’aire (u.a.) ou en cm2,

Remargue : la continuité garantit une certaine « régularité » du « bord » du domaine, ce qui
permet d’expliquer I’existence de ’aire

Exemples :
e 1 exemple : fonction constante

soit f la fonction définie sur [0 ;3] par f(x)=2

L’aire du domaine sous la courbe - est

I’aire du rectangle de coté 2 et 3

A=2x3 =6 u. a.

e 2¢meexemple : fonction affine par morceau
soit f la fonction définie sur [0 ;6] par f(x)=2x sur [0 ;3] et f(x)=9-x sur [3 ;6]

L’aire du domaine sous la courbe
v est I’aire d’un triangle rectangle
de coté 3 et 6 plus I’aire d’un
trapéze de bases 3 ,6 et de hauteur
3.

_3%6 + (3+6)3

A =9413,5=22,5u.a.

2 2
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2.Approcher ’aire sous une courbe par somme d’aire de rectangles

Soit f:x ——x?sur [0 1].
Soit D le domaine sous la courbe C.

On veut déterminer un encadrement de I’aire A de D.

Idée :approcher ['aire A
par des sommes d’ aires
de rectangles

—> on subdivise I’intervalle [0 ;1] en n intervalles de
longueur h = %avec n e N*

-> sur chaque intervalle de longueur h :

[kh; (k + 1)h] (avec 0 < k < n — 1), on construit :
le rectangle « inférieur » R de hauteur f(kh) et le
rectangle « supérieur » R’y de hauteur

f((k+1)h)

La somme des aires des rectangles « inférieurs »
est notée u , celle des rectangles supérieurs est
notée v.

L’aire sous la courbe A sera comprise entre U et v.

0 kh (k+1)h

— @

Faisons le tableau d’état des variables lorsque n=10. Puis complétons le programme ci-

dessous.



Chapitre 8 primitives et intégrales

n10 |10 10 10 10 10 10 10 10 10

hi0,1 (0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

k| O 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4| 0+0.1f( [ 0+0,17(0, | 0,001+0,1 | 0.005+0,1f | 0,0014+0, [ 0,0014+0, | 0,0014+0, | 0,091+0,1 [0.140+0,1 | 0.204+0,1
0) 1) £(0,2) 0,3) 1f(0,4) 1f(0,5) 1f(0,6) £(0,7) £(0.,8) (0,9)
~0 20001 |=0005 |=0014 |=0080 |=00s5 [=0091 |=0,140 |=0,204 |=0,285

v| 0+0.17( [ 0,001+0,1 0,005+0,1f( | 00014+, [ 0,0014+0, [0,005+0, | 0,081+0,1f | 0,140+0,1 | 0,204+0,1 [ 0,285+0,1
01) |02 0.3) 1f(0,4) 1f(0,5) 1f(0,6) ©,7) (0.,8) £(0,9) (1)
—0001 | =0005 |=0014 =0,030 |=0055 |=0091 |=0140 |=0,204 |=0285 |=0,385

Laire est comprise entre 0,285 et 0,385 ua

LA L

from math import*®
def £(x): : »»» rectangle(@,1,100a)
return(x**2)
]
def rectangle(a,b,n):
X=a
u=0
v=0
h=(b-a)/n
for k in range(@,n):
u=u+h*f(x)
x=x+h
v=v+h*f(x)
return(u,v)

Encadrer I’aire sous la courbe de la fonction f définie sur [0,3 ;1,3]

par f(x)=x2+0,2

>>»» rectangle(8.3,1.3,1000)
(8.92253349909999877 s B8.9241334999999876)

L3

GOHRERE9Y )

(B.33283350000008855, @ 233833500
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Ecrire un programme permettant d’obtenir une valeur approchée de I’aire sous la courbe en
utilisant non plus un rectangle supérieur ou inférieur mais un trapéze. Programmer cet
algorithme sur EduPython.

¥** Python 3.8.8 (default, Apr 13 2021, 15:08:03)
bit (AMD64)] on win32. ***
*** Distant Python engine is active ***

from math import*
def f(x):
return(x**2)

*** Remote Interpreter Reinitialized ***
>> rectangle(9.3,1.3,1000)

y O
(@ 27

def trapeze(a,b,n):

x=a

u=0

v=0

h=(b-a)/n

for k in range(@,n):
u=u+h*(f(x)+f(x+h))/2
x=x+h

return(u)

*** Remote Interpreter Reinitialized ***
*** Remote Interpreter Reinitialized ***
> trapeze(0,1,1000)

50000000034

3.Définition de ’intéorale d’une fonction continue positive

Définition :
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b ].

—
Soit  la courbe de f dans un repére orthogonal (O ; Ol ; OJ).
L’unité d’aire est I’aire du rectangle OIKJ (rectangle de coté 1)

b
L’intégrale de a a b de la fonction f , notée Ia f (X)dX est Paire du :

domaine compris entre 1’axe des abscisses , la courbe de f et les '

droites d’équation x=a et x=Db. [ T
Cette aire est aussi appelée « aire du domaine sous la courbe de f a O
entreaetb»

Remargues :
e le symbole f est un « S » stylisé ('le S signifiant Somme) pour rappeler la méthode

d’obtention de I’intégrale par somme d’aires de rectangles de dimensions f(x) et dx
e lavariable x est « muette », ce qui signifie qu’elle peut étre remplacée par n’importe

b b b
quelle autre variable : L f(x)dx = _L f(t)dt:L f(u)du

e [intégrale d’une fonction continue positive est positive

Propriétés immédiates :

o [f()dx=0 e

e Relation de Chasles /’—\‘/’"

Pour tous réels a<b<c , [ f fedx + [, f(x)dx = [° f(x)dx

Q4+ --
O
O —fimas

[ T et

A 4

Remarques :
* la relation de Chasles traduit une simple sommation d’aires...

* par convention (pour I’instant), fbaf(x)dx =— ff f(x)dx
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5 . . . . . .
e [ , 2dx est I’aire du domaine compris entre la courbe de la fonction constante cgale a
2, I’axe des abscisses , les droites d’équation X=-1 et x=5.

o= 2 -9
B C
7 O Q r
14 2
Tua
A D
(% © L
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

C’est I’aire du rectangle ABCD. f_sl 2dx =2x6=12

e | 04(x + 1)dx est ’aire du domaine compris entre la courbe de la fonction f définie par

f(x) =x+1 ,I’axe des abscisses , les droites d’équation Xx=0 et x=4.

T

(B+b)xXh _ (5+1)x4
2
I’aire du rectangle ABED plus I’aire du triangle rectangle BEC soit 4 + 4%4 =12)

C’est I’aire du trapéze rectangle ABCD. | 04(x + 1)dx =

= 12(c’est aussi
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Avec la calculatrice : on cherche a calculer f04(x + 1)dx
e Soit a I’aide d’un calcul :

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

j:(x+1)d><
................................................ 12,
[oafnip i
m]
DCD |:|F||:| m JE
0° " |e” 1080
8 |los(101

{istorique des touches

Historique des touches @ &changer mem

écha nger
K,T e,n X,T e,n

f:ndan

(o) (8]

entrer

e Soit a I’aide de la représentation graphique

f(x) fenétre Graph
|
VALEURS FONCTION TRACE
Groarhl  Graph2  Groaph3 FEMETRE -
ENY 1 Bx+1 ¥min=-1
Ny 2=l Emax=5
BNY3= ¥arad=1
BINY 4= Ymin=-1
BNY 5= Ymax=8
NYe= Yarad=1
BNY 7= ¥res=1
I\NYa= an=0.03260869565217
INY 9= PasTrace=0.06521739130434
calculs(2" Trace) Entrer O puis 4
CALC INTEGRALE POUR INTERVALLE
CALCULER
l:valeur
2:zZéro
2iminimum
4 maximum
S:intersection
G durdx
ER/ £ (x)dx
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4.Extension aux fonctions de signe guelcongque

Propriété :
Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a ; b].
L’intégrale de a a b de la fonction f , notée [ ba f(x) dxest ’opposé de I’aire du domaine compris

entre ’axe des abscisses , la courbe de f et les droites d’équation X=a et x=Db.

Exemple : déterminer une intégrale par calculs d'aire (2)
Vidéo mathssa.fr/integration
Représenter la droite d’équation y = 3 — x dans un repere.

En déduire fzs 3 — x dx en effectuant des calculs d’aire.

Correction

La droite d’équation y = 3 — x coupe I’axe des abscisses en x = 3.
Donc, 3 — x = 0 sur ’intervalle [2 ; 3]

Et, 3 — x < 0 sur l’intervalle [3 ;5].

D’apres la relation de Chasles, on a :
5 3
f 3—xdx=f 3—xdx+
2 2

Donc :

5 1x1
f3—xdx= +
2 2

=-1,5

Exercice : calculer f_nn sin (x) dx

Fonction sinus

-3 J2m E

-1 27

r

f_”n sin (x) dx = f_On sin (x) dx + f: sin (x) dx
Or la fonction sinus étant impaire, on a f_On sin (x)dx = — fO” sin (x)dx
f_nn sin (x) dx = — fon sin(x) dx + fon sin(x) dx = 0

5. Etude de la fonction intégrale d’une fonction continue positive

Définition :
Soit f une fonction continue et positive sur [a ;b] .La fonction F définie sur [a ;b] par F(x)=

Ixf (t)dt est appelée fonction intégrale ou fonction aire sous la courbe.
a



https://youtu.be/l2zuaZukc0g

Chapitre 8 primitives et intégrales

Exemples :
1.Soit F la fonction définie sur [0 ;+oo[ par

F()= [, 2dt.

a)Donner F(1) et F(2).

b)Déterminer 1’expression de F(X) puis de F’(x).
a)F(1) =2

F(2)=4

b)F(x) = 2x

Fx)=2=f(x)

2

Soit F la fonction définie sur [0 ;+oo[ par F(x)= f(f tdt.

a)Donner F(1) et F(2).
b)Déterminer 1’expression de F(X) puis de F’(x).

a)F(1) = F(2):§ =2

1
22
X 1
_:_xz
2 2

F’(x)Z%XZx:x:f(x)

2@

s
o

Théoréme fondamental:

Soit f une fonction continue et positive sur [a ;b] .La fonction F sur [a ;b] par

F(x):f;r f(t)dtest dérivable sur [a ;b] de dériveée f.

Conséguence importante :

Toute fonction continue positive sur un intervalle [a ; b] admet des primitives (en particulier la

fonction intégrale)

Preuve :démonstration au programme vidéo : mathssa.fr/integraledemo

dans le cas ou f est continue , positive et strictement croissante sur 1=[a :b]

Soit F la fonction définie par F(x)= J.:f (t)dt

F est définie sur I car f est continue sur 1.Soit x € I, hunréel =0 tel que x+ h < .

Calculons le taux de variation de F entre x et x+h : W.On suppose que h>0.
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F(x+h) — F(x)

= aire sous la courbe de f entre a et x+h — aire sous la courbe de f entre a et 14 Q
X
= aire sous la courbe de f entre x et x+h
P
On peut encadrer cette aire par 1’aire de 2 rectangles de hauteur f(X) et
f(x+h).
Ainsi , hf(x)< F(x+h)-F(x) <hf(x+h)
F(x+h)—F(x)
Etf(x)STSf(x+h) N X
O a Xx+h

On admet que si h<0, I’encadrement reste valable.

Or %,i"o‘f(x + h) = f(x) car f est continue en x

F(x+h)—F(x)

D’apres le théoréme des Gendarmes, admet une limite finie égale a f(x) lorsque h

tend
vers 0.0n en conclut que F est dérivable en tout réel x de | et F’'(x)=f(x).

6. Théoréme d’existence des primitives

Théoréeme d’existence :
Toute fonction continue sur un intervalle [a ;b] admet des primitives .

Preuve :

si f est continue sur un intervalle [a ;b] alors f admet un maximum M.

Soit g la fonction définie par g(x) = M — f(x).

g est continue et positive sur [a ;b] (M est toujours > f(x))

D’aprés la conséquence du théoréme fondamental , g admet au moins une primitive G.
Or f=M-g. La fonction F qui a x associe F(x) = Mx — G(x) est une primitive de f.

IVV-Calcul de I’intégrale d’une fonction continue

1.Intégrale d’une fonction continue et positive :

Propriété :
Soit f une fonction continue positive sur un intervalle I, a et b deux réels de I tels que a<b.

Alors fbf(x) dx = F(b)—F(a) ou F est une primitive quelconque de f sur I.
a

(I’aire du domaine sous la courbe entre a et b est égal a F(b)-F(a))

Remargues :

e J’aire ne dépend pas du choix de la primitive F.
e F(b)— F(a) se note aussi [F(x)]z
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Démonstration : (dans le cas ou f est positive)
e Soit F la fonction définie sur [a ;b] par F(x) = fxf(t) dt donc
a

F(b) - F(a) =/, f(x)dx-[" f(x)dx=[ f(x)dx

e Si G est une autre primitive de f sur I, alors G et F différent d’une constante donc

G=F + k(kréel) ainsi

G(b) - G(a) = F(b) +k- (F(a)+k) = F(b)+k—F(a) —k = F(b) — F(a)

2.Généralisation de la notion d’intégrale d’une fonction continue:

Définition :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels de |

Alors fbf(x) dx =F(b) — F(a) ou F est une primitive quelconque de f sur I.
a

Remargue : de la définition précédente, découle la formule :fbaf(x)dx = — f:f(x)dx

Exercice :
1. Calculer fol(x3 —2x% + 1dx .
Soit f la fonction définie sur [0; 1] par f(x) = x® — 2x% + 1.

f est continue sur [0 ; 1] donc admet des primitives. Une primitive de f est la fonction F

3+1 2+1 4 3
x x X 2x

définie sur [0; 1] par : F(x) =

1
3_2 2 1 N
L(x x4+ 1)dx [4 3 +x

x*  2x3 l RerbFrac
0

1
3+1 241 4 3 L[}{3—2}{2+1 )dx
....B.0833333333.

A2

14 2x13 1 04 2><o3+0 o T
“\ 4 3 4 3
7

12
2. Calculer f_zl e 2ty

Soit f la fonction définie sur [—1; 2] par f(x) = e 2***

f est continue sur [—1 ; 2] donc admet des primitives. Une primitive de f est la fonction F

o« f=—lue¥
e u(x) =—-2x+4 u’(x) = -2 uet = _Ze—2x+4)
[ ] F = —%eu

Pour tout réel x de [-1;2], F(x) = —%e‘z““
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2 2
f p—2X+4 s — [_%e—2x+4] _ _%e—2x2+4 _ (_%e—zx(—1)+4) _ _%eo n %86
-1 -1
_e®—1
, L 2
3. Calculer f; 2;;1 dx

X

Soit f la fonction définie sur [0 ; 2] par f(x) = YT
f est continue sur [0 ;2] donc admet des primitives. Une primitive de f est la fonction F.

1

° f_4

4x

e u@=22+1 W@ =4 (==

)
e F=1]
=-In (u)
Pour tout réel x de [0;2], F(x) = %ln(ZxZ +1)

fz * d—[11(22+1)]2
o 2241 |l 0

= iln(Z x 22 +1) —iln(Z x 02 + 1)
1

=-In(9) —;In(1) orn(9) = In(32) = 2In (3)

1

= E ln(3)
3.Propriétés sur les bornes d’intégration :

Propriétés :
a

a) j f(x)dx =0
a

b) [} F(x) dx = — [ f(x)dx
¢) Relation de Chasles : facf(x) dx + fcbf(x) dx = f;f(x) dx

Preuve : Soit F une primitive de f.

8) J, f(x)dx =F(a) ~F(a) = 0
a b

b) f fe)dx=F(&) -~ F(b) = ~(F(b) - F(@) = ~ f f () dx
b a

Of § FOdx + [ f)dx = [F)I, + [FID = F(e) = F(@) + F(b) = F(c) = F(b) — F(a) = [} f(x)dx

Exercice :
. - S 3 & 4 5
Déterminer I = ["e*dx + [ e*dx + [, e*dx.

1 3 4
sz exdx+f exdx+f e*dx
0 1 3

:f04 e*dx (relation de Chasles)

:[ex]4 :e4_eO =e4_1

0



