Correction du devoir a la maison numéro 4

Exercice 2 : suite et probabilité

1. Ilustrons la situation par un arbre :
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D’aprés la formule des probabilités totales : p, = P(G,) = P(G; N G,) + P(G; N G,) = % X % + % X % = %
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3. On obtient ainsi les premiéres valeurs de py, :

n 1 2 3 4 5 6 7
Pn 0,25 0,4375 | 0,3906 | 0,4023 | 0,3994 | 0,4001 | 0,3999

On peut conjecturer que la suite converge vers 0,4.
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4. On définit, pour tout entier naturel n» non nul, la suite (u,) par u, = p, — =
p tout neN 2 1 N 1 2 1 N 1 1 ( 1] 1
a. Pour tout n , 1 = ——=—= ———=—— —=—— —=|=—-=u
n+l1 = Pn+l 5 4Pn 5 5 4Pn 10 2 Pn 5 2 n
1
donc| 1,11 = qu” R
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La suite (1) est donc géométrique, de raison q= —Z,
2 1 2 3
b. uyy=pp——=——=-=——.
=Pl S =75 o
3 1 n-1
Comme la suite (u;) est géométrique, on a, pour tout », u, = u; q”_l = _E x (_Z] .

On en déduit : —Up+—=———x
Prn=tin® 525" %0

2 2 3 ( 1)"‘1
4
1 n-l 2

c. -1<—-—<1donc lim (——) =0dou lim p,= - =0,4 donc la conjecture faite a
4 n—+co 4 n—+oo 5
partir du tableau est validée.
Exercice 3 : résolution de probléme
uy, = 1 000 et, pour tout entier naturel n, u,,, = 1,2u,, — 100.




1. Démontrer , par récurrence , que pour tout entier naturel n, u,, = 1 000.
Soit P(n) la proposition « u, = 1 000 » (n entier naturel)
1 étape :initialisation
vérifions que P(0) est vraie
uy, = 1000 et 1000 = 1 000 P(0) estdonc vraie

28me étape : hérédité
Hypothése : on suppose que pour un entier k quelconque P(k) est vraie ¢’est-a-dire u, = 1 000
But : démontrons alors que P(k+1) est vraie ¢’est-a-dire Up47 = 1 000

u, = 1000

1,2u, = 1200

1,2u;, — 100 >11000r 1100 = 1000

Conclusion : la proposition est vraie au rang 0 et est héréditaire. En vertu du principe de récurrence, elle est donc
vraie pour tout entier naturel n.

2. Pour tout entier naturel n,

Uptq—Uy = 1,2u, — 100 — u, = 0,2u, — 100

Or pour tout entier naturel n, u,, = 1 000.

Ainsi 0,2u,, — 100 = 100

On en déduit que U, 41 —U, = 0 .Lasuite (u,) est donc croissante.
3.S0it (v,) la suite définie par v,, = u,, — 500.

Pour tout entier naturel n,

Vnir = Upg1 — 500 = 1,2u, — 100 — 500 = 1,2u,, — 600 = 1,2 (u, — =) = 1,20,

La suite (v,) est donc géometrique de raison g = 1,2 de 1*" terme vy = uy — 500 = 1000 — 500 =
500

4. Pour tout entier n, v, = voq" = 500 x 1,2" . On en déduit que :
u, — 500 = 500 X 1,2" soit u, = 500 + 500 x 1,2"
lim 1,2" =40 car1,2>1

n—-+oo

On en déduit donc que lim u, = +oo

n—-+oo
5. Compte tenu de 1’étude précédente, il semble que le modele est cohérent et que I’objectif sera atteint.

) — -
*¥*% python 3.8.8 (default, Apr 13 2021, 15:08:03) [MSC v.1916 64
u=100 bit (AMD64)] on win32. ***
while u<=30000 %% Distant Python engine is active ***

n=n+1
u=1.2%u-100 *** Remote Interpreter Reinitialized ***

raturn(n) s3> seuil()

s |

def seuil():
n=0

b) Au bout de 23 jours, la masse de bactéries dépasssera 30kg.

Exercice 4 :étude d’une fonction a I’aide d’une fonction auxiliaire
Partie A : Etude d’une premiére fonction

On note f la fonction définie sur [0,3; 1] par f(x) = x — e~ .

1. Pourtoutréel x de [0,3;1], f'(x) =1+e7*.

2. Or pour tout x de [0,3; 1], 1>0et e™ > 0. On en déeduit que f’(x) > 0.
X 0,3 1

) +
f(x) —e!

0,3
f est strictement croissante sur [0,3; 1].f(0,3) = 0,3 — e~ %3 fH=1-e1




e f est continue et strictement croissante sur [0,3; 1].

* 0€[f(0,1);f(1)]

e D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x) =

0 admet au moins une solution o dans [a ; b].

4.Par balayage : 0,5 < < 0,6 et0,56 <a < 0,57
5.

X 0,3 a

f(x)

0,3

f(x) - 0 +

Partie B : Etude d’une deuxiéme fonction — application économique

1. a) D’aprés la question A3), on sait que f(a) = 0. On en déduit que « —e™* = 0.

. _ . 1
Soita = e~ % . Il vientalors , a ==

\ qae . 1
Par passage a I’inverse, on obtient : e* = p

l+a _ 1+« 1+a

b) g(a) =1+ea_:§=¥=a.
2. On admet la dérivabilité de g .
[ ] g =%
e u(x)=1+x v(x) =1+¢e*
u(x) =1 v'(x) =e*

, uv-uv’
[ ] g =

2

, . , _1(+e)—-(A+x)e* _ 1+e*—e*—xe* _ 1—xe* _ e*(e™*—x) _ —e*f(x)
Pour tout réel x de [0,3;1], g'(x) = ey T T (1te)? (+ed)?  (1+e9)?  (1+eM)?
3. Pourtoutréel x de [0,3;1],e* > 0et (1 +e*)? > 0.
Ainsi g'(x) est du signe de -f (x).
X 0,3 a 1
f(x) - 0 +
g'(x) + 0 -
a
g(x)
13 2
1403 1+e

g est strictement croissante sur [0,3 ; «] et est strictement décroissante sur [a; 1]



4. D’apres le tableau de variations, g admet un maximum en a de valeur g(a) = a.
Il faut donc produire 570 pieces (560 acceptées) pour obtenir un bénéfice mensuel maximal.
Ce bénéfice maximal est de 5700 euros (5 600 euros acceptes).

Exercice 5 :la remontée du signe

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = % — ;xz + 4x
L avxeR, f'() =2 -3x2x+4=x—3x+4
Vx ER, f"(x)=3x2-3=3(x*-1)=3x-D(x+1)

Etudions les variations de f”. Pour cela , on étudie le signe de sa dérivée f”
f”” est un polyndéme du second degré dont les racines sont —1 et 1.

X -0 -1 1 + 00
f'(x) + 0 - 0 +
Signe dea=3 |Signede— |Signe de a=3
a=-3
°(x) 6 + 0
- / \2

f est strictement croissante sur ] — oo ; —1] et [1; 4+ o]
f’ est strictement décroissante sur [—1; 1]
limx3=—oet lim —3x + 4 = +oo.

X—>—0 X—>—00

On a une FI du type « o0-00 »
B -3x+4=x3(1->+=
X X

. 3 .4 I :
* lim —— = lim — =0.Donc, par limite d’une somme : lim 1 — 32 + ig =1
X—>—00 X X—>—00 X X——00 X X

lim 1-24+==1
. . oo X Donc, par limite d’un produit :
im x°> = —o
X——00
lim x3 (1—%+i3) = —oo soit: lim x° —3x+4 = —oo.

X——00 X X X——00

On montre de méme que liT f'(x) = liT x3—3x+4 =+
X—+0 X—>+0o0

(D) =13 -3(-1)+4=6
ff(1)=13 =3+4=2

e sur|—oo; —1] La fonction f” est décroissante sur [-1 ;1] puis
*f’ est continue et est strictement croissante | croissante sur [1 ; + oo [. Elle admet donc un minimum
sur |—oo; —1] enx = 1 de valeur f’(1) = 2.11 est clair que 1’équation
*  0€]—x;6] f’(x) = 0 n’admet pas de solution sur [—1; + o[

*D’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires , I’équation f’(x) = 0 admet | Conclusion : I’équation f’(x) = 0 admet une unique
une unique solution ¢ sur ]—oo; —1] solution ¢ appartenant & Iintervalle |-o0;—1]

b)On utilise la technique de balayage : —3 < ¢ < —2 —-22<c<-21 -220<c<-219



C)onaf(c) Osoitc3—3c+4=050itc3=3c—4

flc) =% - _C L 40=" 4—6c?+16¢ c(c3—6c+16) _c(Bc— 4466+16):c(—3:+12) _ 3c(:—c)
d)Or — 220<c< 219a|n3|3c<0a|n3|que4—c>0
On en déduit que 36(4 20y
2. Cherchons le signe de f/'(x)
X - c -1 1 + 00
f(x) 6 + 00
N /ﬂ/ \2
/&) -0 +
On en déduit les variations de f.
X -0 C + o0
/(%) - 0 +
f(c)

f est strictement croissante sur [c ;+ oo et strictement décroissante sur ]- o ;c].
4
lim f(x) = lim x— - Ex2 + 4x = +oo (méme technique que dans la question 1a))

lim f(x) = lim ———x + 4x = +o©
X——+00 x—+0o 4
sur |—oo; ¢ :

*f est continue et strictement décroissante sur |—oo; c]
*0 € [f(c); +oof
*D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, 1’équation f(x)=0 admet une unique solution ¢ sur
]— 0, C].
On fait la méme chose sur [c;+oo]
Conclusion : I’équation f(x)=0 admet exactement 2 solutions.

Exercice 6 :futurs prépas
Soit f une fonction continue sur [a ; b] a valeurs dans [a ; b].
Soit g la fonction définie sur [a ; b] par g(x) = f(x) — x.
ga)=f(a)—a=0 carpourtoutxdefa;b], a<f(x)<bh
gb)=f(b)—b<0 carpourtoutxdefa;b], a<f(x)<b
e g estcontinue sur [a; b].
* 0€[g(b);g(a)]
e D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation g(x) = 0 admet au
moins une solution c dans [a ; b].
Il existe donc au moins un réel c tel que g(c) = 0 soit f(c) = c.




