Correction du devoir a la maison numéro 7
Pour le 10/03/2025

Exercice 1 :
Pour chacune des affirmations suivantes dire si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse. Une
réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

1. On considere la suite (u,,) telle que pour tout n de N, ona:
3n+2 3n2+5

<u, <—"-
3n+1_u”_3n2+2

pour tout n de N*, on a:

3n+2 < 3n%+5

<u, £
3n+1 3n2+2

2 2 5
3n(1+2) 3n2(1+->5)

1y="Nn = 5 2 2
3n(1+3n) 3n (1+3n2)
142 1+—37512

T S Uy < 2

1+§ 1+m

2 1_{_5

. 1+ . 2

Deplus, lim —¢f= lim —25-=1
n-+oo 1+— n-+o 1+—
3n 3n

D’apres le théoreme des gendarmes, ona lim u, =1
n—-+oo

2.Soit la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ par f(x) = %len(x) :
*f=uv
*u(x) = %xz w(x) =x

v(x) = In(x) v'(x) = 1

x
*fr=uv+u
Pour tout x>0, f'(x) = xin(x) + %xz X % = xIn(x) + %x = x(In(x) + %)

*fl=uv
*ux)=x ukx)=1
1 1
v(x) = In(x) + 3 v'(x) = o
P =u'v +uv
Pour tout x>0, f"'(x) = In(x) + % + x X % =In(x)+1 +% = In(x) +%
3 3
f"(x) >0 In(x) > —E@ x>e 2

) - 0 +

e \ /

3 3
La fonction f est donc concave sur ]0 ; e z]et convexe sur [e z; +oo] .

3
f” s’annule et change de signe en e z.Par conséquent, la courbe de f admet le point d’abscisse
3

e 2z comme point d’inflexion.



In(x2+1)

3. lim +00

x—+o0  x2+
x —x*+1

X In(x)
X
I
0 4+ 0
2
Ona lim x2+1=+owet lim 2% = 0. Alors comme limite de fonction composée lim ln(i 1) _ 0.
xX—+00 X—-+00 x—>+00 X°+1

4, lirgle(x2 + 3x + 1)In (x) = —oo,
X—
Pour tout x > 0, (x%2 + 3x + 1) In(x) = x?In(x) + 3xin(x) + In (x)

lim x%In (x) =0, lim 3xIn (x) =0 et lim In(x) = —oo.

x—0+ x—0+ x—0+

Alors comme limite d’une somme, lir(gl+ x?In(x) + 3xIn(x) + In(x) = —oo
X—

5.Chaque jour, un athlete doit sauter une haie en fin d’entrainement. Son entraineur estime, au vu de la
saison que :

e sil’athléte franchit la haie un jour, alors il franchira dans 90 % des cas le jour suivant

e siI’athléte ne franchit pas la haie en fin d’entrainement, alors dans 70 % des cas il ne la franchira

pas non plus le lendemain.

On note pour tout entier naturel n :

e R, I’événement : « I’athléte réussit a franchir la haie lors de la n-ieme séance »

e p, la probabilité de I’événement R,,. On considere que p, = 0,6.

,9 — Rn+l

0
n/R”<0,l

< ’ e
1- Pn ———» Ry

—_ 0,3

\ R}’I .< 0’7
— Rn.+l

D’apreés la formule des probabilités totales ,
Puit = P(Ry1) = PRy Ry )+ P(Ry 0 Ryt = pu 0,9+ (1= p) ¥ 0,3=0,9p,+0,3-0,3p,

Donc on a bien p,,,1 =0,6p, + 0,3 : on a donc bien établi la relation de récurrence annoncée.

6.Une action est cotée 57 €. Sa valeur augmente de 3 % tous les mois.
La fonction python seuil() qui renvoie le nombre de mois & attendre pour que sa valeur dépasse
200 € est :

def seuil() :
m=0
v=57
while v > 200 :
m=m-+1
v=v*1.03
return m

La variable m stocke le temps qui passe en année et v la valeur associée de I’action.
Augmenter de 3% revient a multiplier par 1,03
On répéte les taches suivantes : m recoit m+1 et v recoit v*1.03 jusqu’a ce que v dépasse 200 c’est-a-

dire tant que v<200



Tableau d’état des variables :
m 0 1
% 57 57*1,03=58,71 <200|>200

Pour que le programme soit juste, il faut remplacer v>200 par V<=200

7.u, estlavaleur de I'action au bout de n mois.

Il est clair que u,4; = 1,03u,. La suite (u,) est donc géométrique de 1¢r terme u, = 57 et de
raison q=1,03.

On en déduit que pour toutn, u,, = 57 X 1,03". On résout I'inéquation :

57 x 1,03™ = 200

103">@

57
200

In (1,03 > In (53)

nln (1,03) > In (@)

2 (In(1,03) > 0 car 1,03 > 1)

In (57
~ 42,47

nzyq n (1,03)
&

or, In (1,03)

Il faut attendre ,au minimum, 43 mois pour que I’action dépasse 200 €.

Exercice 2 :
Partie A

1. D’aprés'énoncé, ona: p(R) =0,07; pr(E) =0,8 et px(E) =

On en déduit I'arbre pondéré modélisant la situation :

0,8 E

0,07 _R <
< 0,2 E
0,4 E
0,93 " R <
0,6

]

tryl

etona: p(RNE)=p(R)x pr(E)=0,07x0,8 =0,056

2. Ret R constituent une partition de I'univers.

D’apres la loi des probabilités totales : p(E) = p(RNE)+p (ﬁn E]

donc p(E) = p(R) x pg(E) + p(R) x pg(E)
donc p(E) = 0,056+ 0,93 x 0,4 = 0,428.

3. On cherche la probabilité que le joueur obtienne un objet rare sachant qu'il a tiré
une épée.

p(RNE) 0,056

p(E) ~ 0,428

pe(R) = ~ 0,131 au milliéme pres.



Partie B

1. Les 30 défis constituent une répétition d’expériences aléatoires identiques et in-
dépendantes a deux issues, il s'agit donc d'un schéma de Bernoulli. La variable
aléatoire X suit donc la loi binomiale 28(30; 0,07) de parametres n =30 et p = 0,07

Son espérance est E(X)=nx p=30x0,07=2,1
2. p(X <6) = p(X <5)=0,984 au millieme pres.

3. On cherche le plus grand entier k tel que p(X > k) > 0,5
pX>2k)>205—=1-p(X<k)>205 <= -p(X<k)>-05
pX<k)<0,5 = p(X<k-1)<0,5.

En utilisant la calculatrice on trouve : p(X < 1) = 0,3694 et p(X < 2) = 0,6487

La plus grande valeur de k telle que p(X > k) > 0,5 est donc k =2.

Apres avoir remporté 30 défis, dans au moins 50 % des cas, le joueur aura tiré au
moins 2 objets rares.

4. On cherche le plus petit entier naturel n tel que p(X > 1) > 0,95
pX=21)209 < 1-p(X=0)20,95 < —p(X=0) 2-0,00 <

p(X =0)<0,05; or p(X =0) = (3) x 0,07" x 0,93" = 0,93"

0,93" < 0,05 < In(0,93") <In(0,05) car In est croissante sur10;: +ool

| o _ In(©,05)
<= nIn(0,93) <In(0,05) <= n=> n(0,93) In(0,93) < 0car 0,93 <1

<~ n=41,3 <= n=42

Il faut donc tirer au minimum 42 objets pour que la probabilité qu'un joueur ob-
tienne au moins un objet rare soit supérieure ou égale a 0,95.

1-(-2) 1 1-(-2)) (3
1. onaAB| 3-0 [=|3 |etAC| —1-0 |=|-1
0-2 -2 2-2 0

1 3

AB| 3 | etAC| -1 ) ne sont pas colinéaires car il n’existe pas de réel k tel que AC = kAB (le

-2 0
3=k

systeme §—1 = —3k n’admettant pas de solutions)

0=-2K )
On en deduit que les points A, B et C ne sont pas alignés.

2. a n-AB=1x1+3x3+5x-2=1+9-10=0
7-AC=1x3+3x-1+5x0=3-3+0=0
1

-
Levecteur n | 3 | est donc orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan

5
(ABC) donc T est orthogonal au plan (ABC).
b. Le vecteur 7 est orthogonal au plan (ABC), c'est donc un vecteur normal du
plan (ABC).
Une équation cartésienne du plan (ABC) est donc de la forme :
x+3y+5z+d=0avecdeR

De plus, le point A appartient au plan (ABC) donc ses coordonnées verifient
I'équation du plan. On a donc:

—2+3%x0+45%x24+d=0<=-2+10+d=0<=d=-8
Une équation cartésienne du plan (ABC) est donc x +3y +5z—-8=0.



Cc. xp+3yp+5z2p—8=0+3x0+5x3-8=15-8=7#0
Donc le point D n’appartient pas au plan (ABC) d’ot1 les points A, B, Cet D ne
sont pas coplanaires.

xX=t
a. Une équation paramétrique de 2 est:{ y =3t avecreR
z=3+5¢
x=0
D’une part: pour £=0,0ona< y=3x0=0
z=3+5x0=3
On reconnait les coordonnées du point D, donc D appartient a la droite &, .

1
D’autre part : un vecteur directeur de 2, est donc le vecteur | 3 | c’est a dire
5

le vecteur 7 qui est orthogonal au plan(ABC).
Donc la droite 2 est orthogonal au plan (ABC).
Donc la droite €, est bien la hauteur du tétraedre ABCD issue de D.

b. Pour déterminer les points éventuels d’intersection des droites 2, et &, ré-
I=1+3s
solvons le systéme (S) : { 3t =—-1—5s
3+5t=2-6s
t=1+3s f=1+3s
(S)<={3x(1+3s)=-1-5s & 43+9s=-1-5s¢
3+5x(1+3s)=2-6s 3+3+155s=2-6s
-2 1
f=1+3s t:l+3s:l+3x7:?
S) e=<{ 1lds=-4 <— S:_lill:_z
21s=-6 =_3=_§
21 7

Le systeme admet une unique solution donc les droites 2, et &, sont sé-
cantes.

1
Remplacons ¢ par = dans I'équation paramétrique de 2,

1
xX==
7

X

~=

y:

Talw

26
z=3+0x=-=—
7 7

Les droites 2; et 2, sont donc sécantes et les coordonnées de leur point d’in-
1 3 26
tersectionsont |[=; —; —|.
(7 77 J
a. Soit H le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC).
H est donc l'intersection du plan (ABC) et de la hauteur issue de D dans le
tétraédre ABCD c’est a dire la droite 2.
Les coordonnées de H vérifient donc I'équation cartésienne du plan (ABC) et
I'équation paramétrique de la droite 2, .
r+3 ><7(3r) +15 Xx(3+5)-8=0=1+9r+15+25f—-8=0<=35r=-7T <

f=——=

3% 5
1
Remplagons ¢ par 5 dans I'équation paramétrique de 2,
1
X = —g
3 -1 3
y: X—=——
> -1 > 10
Z=34+5x —=—=2
5 5

Le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC) est le point H de coordon-
1 3

nées H(——; - 2).
5 5



b. La distance du point D au plan (ABC) est égale a la longueur DH car H est le
projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC).

, 1 V(3 2 , 1 9 35
DH- = _5_0 +|—=-0| +2-3) " =—=+—+1=

5 25" 25 25
35 7 14 V35 . . .
DH= ﬁ = \/; = E =+v1,40u T ~ 1,183 soit 1,18 au centiéme pres.
Exercice 4 :
Partie A : étude du premier protocole
1. a
* f=uv

su(t) =3t  v(t) = e 05,
u'(t) =3 v'(t) = —0,5¢~05t+1
o fl=uv+uw
vt € [0;10], f'(t) = 3e~ %51 + 3t X (—0,5)e %5+ = 3(—0,5¢t + 1)e~%5¢+1
b. Vt € [0;10],3e~%%t+1 > 0
donc, le signe de f'(t) est celui de —0,5¢ + 1.
On résout I’inéquation —0,5t +1 > 0

—0,5t > —1
t< 1
-0,5
t<?2
On obtient le tableau de variation suivant :
t 0 2 10
() + 0 —
6
f(t) / \
0 30e~*

f(0) =3 x0e705X0+1 =

f(2) =3 x2e 052+l = 60 =6

£(10) = 3 X 10~ 05%10+1 — 304

f est croissante sur [0 ;2] et décroissante sur [2 ;10]

c. D’apres le tableau de variation précédent, le maximum de la fonction f sur [0; 10] est f(2) = 6,
donc, la quantité de médicament dans le sang sera maximale au bout de 2 heures, elle sera de 6 mg.

2. a.

* f est continue et strictement croissante sur [0; 2].

*De plus, 5 € [f(0); f(2)]

*Donc, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation f(t) = 5 a une unique
solution a dans I’intervalle [0; 2]

Avec la calculatrice par balayage, on obtient : 1,022 < a < 1,023, donc, @ = 1,02.

b. D’apres le tableau de variation, f(t) = 5 si et seulementsi t € [a; S]
o, —a =346 —-1,02 = 2,44
donc, le médicament sera efficace pendant environ 2,44 heures soit 2 h et 26 min a une minute prés.

Partie B : étude du deuxieme protocole
1. uy=up41=07uy+1,8=07%x2+18=32
Au bout d’une heure, la quantit¢ de médicaments dans le sang est de 3,2 mg.



2. a. Soit P(n) la proposition « u, < up,q < 6 ».

e 1%¢ étape :initialisation

vérifions que P(0) est vraie. D’une part, uy = 2
D’autre part, u; = 3,2

Donc, uyg <u; <6

P(0) est donc vraie.

o 2°me étape : hérédité
Hypothese : on suppose que pour un entier k quelconque P(k) est vraie c’est-a-dire uy, < uyyq < 6
But : démontrons alors que P(k+1) est vraie c’est-a-dire w1 < Up4p < 6.

U S U1 <6

0,7up < 0,7up4q < 4,2

0,7ur, +1,8 <0,7up1 +1,8<6
Ups1 < U2 < 6.

P(k+1) est vraie

Conclusion : la proposition est vraie au rang 0 et est héréditaire. En vertu du principe de récurrence, elle est donc
vraie pour tout entier naturel n.

b. D’apres la question précédente, la suite (u,,) est croissante et majorée par 6, d’apres le théoréeme de
convergence des suites monotones, elle est donc convergente.

Cc. Vn€e€N,u,yq = f(u,)avec f(x) =0,7x+ 1,8

La suite (u,,) converge et la fonction f est continue sur R et u,, .1 = f(Uy)

Si L est la limite de la suite (u,,) alors d’aprés le théoréme du point fixe : L est solution de 1’équation f(L) = L.
Onaalors:

07L+18=1L
—0,3L =-1,8
[ =18
-0,3
L=6
Finalement, lim u, =6

n—-+oo
Au bout d’un grand nombre d’heures, la quantité de médicament contenue dans le sang va se rapprocher

de 6 mg.

3. a VneEN, v,y =6 —uUyy; =6—(0,7u,+1,8) =42 -0,7u, =0,7(6 —u,) = 0,7y,
donc, v est une suite geomeétrique de raison g = 0,7 et de premierterme vy =6 —u, =6 —2 =4

b.vneN,v, =v,q" =4 x0,7"
U, =6—-1v,=6—-4x07"

c. On résout I’inéquation : u,, = 5,5
6—-4x%x07">5,5

—4x0,7" > -0,5

0,7 0,125

nln (0,7) <1n (0,125)

In (0,125)
Z 07 (In(0,7) < 0car 0,7 < 1)
In (0,125) _
Or, oy 5,83
n=6

Finalement, il faudra faire 6 injections avec ce protocole.



Exercice 5 :

1. a. Lafonction exponentielle est continue sur R donc: lirr{ e*=el=e>0.
X—
Par limite de la somme, on a : lin} x—1=0, et comme on travaille sur | —
X—
oo; 1[,onax—1<0. (on peut noterlin}x—l =0").
X—
Par limite du quotient, on a: lin} f(x) =—o0.
X—
b. On en déduit que la courbe ¥ admet une asymptote verticale, d’équation

x=1.

2. Ona: lim e*=0;

X——00

Par limite de lasomme, ona: lim x—1=-o0,

X——00

Par limite du quotient, on en déduit: lim f(x)=0.

X——00

On en déduit que C admet une asymptote horizontale d’équation y=0 en -co.

3.

4,

a. [ est dérivable sur ] —oco ; 1[, en tant que quotient de fonctions définies et

dérivables sur cet intervalle, avec la fonction au dénominatuer ne s’annulant

pas sur l'intervalle.

e¥x(x—-1)—e'x1

(x—1)?

e“x(x-1-1)
(x-1)?

_ (x—2)e*

C (x=1)2

Vxe]l-oo; 1, f'(x)=

b. La fonction exponentielle est a valeurs strictement positives sur R, et pour

tout x dans ] —oo; 1[, (x—1)? est strictement positif, donc le signe de f’(x) est
le méme que le signe de (x —2).

x—220 < x>=2,doncsur]—oo; 1], (x —2) est strictement négatif, donc
f'(x) également.

Finalement, on peut donc en déduire que f est strictement décroissante sur
] —oco; 1], et donc, on a le tableau de variations suivant (avec les limites justi-
fiées aux questions 1. a. et 2.) :

X -0 1

signe de f’(x) ‘ -

variations de f \

—C0

a. Pour étudier la convexité de la fonction f sur 'intervalle ] —oo; 1], on va étu-

dier le signe de f"(x).

Comme, pour tout x dans ] —oo; 1[, on a (x—1) < 0 et donc (x — 1)? <0 et
e* >0, on en déduit que le signe de f”'(x) est 'opposé du signe du trinéme :
x? —4x+5.

Or, ce trinéme a un discriminant A = (—4)2 —4 x1x5=—4 qui est stricte-
ment négatif, donc n'admet pas de racine, et donne des images strictement
positives (car le coefficient dominant est positif) pour tout réel x.




Rem. On peut écrire :

X —4x+5=(x-2%-4+5=(x—2)?+1>1>0: le trinéme est positif quel
que soit x € R.

Finalement, la dérivée seconde f” est a valeurs strictement négatives sur
|—00; 1[, on en déduit que la fonction f est concave sur | —oo; 11.

b. Pour déterminer I'équation de T, il nous faut connaitre f'(0) et f(0) :

, _(0—2)e°_—2___
for= 01z 1 %
el 1
.f{O]z_O—I:_—I:_

La formule classique donne une équation pour T :
y=f0)(x-0)+ f(0) &= y=-2x-1
L'équation réduite de T estdonc: y = —-2x—1.

c. Puisque f est concave sur I'intervalle ] —oo; 1[, la courbe ¢ est donc située
sous ses tangentes, notamment sous la tangente T, sur cet intervalle.
Pour tout réel x dans cet intervalle, 'ordonnée d'un point sur la courbe €
(c'est-a-dire f(x)) est donc inférieure ou égale a 'ordonnée du point ayant la
méme abscisse sur la tangente T (or, sur la tangente T, 'ordonnée du point
d’abscisse x est —2x — 1, d’aprés la question précédente).
Onendéduitdonc: x€]—-oco; 1 = f(x)<-2x-1

X
—

<-2x-1
x_

= e > (x-1)(-2x-1)
carsur]—oo; 1[, x-1<0
= e > (-2x-1)(x-1)

On arrive donc a I'inégalité demandée.

5.a)

e f estcontinue et strictement décroissante sur | — oo; 1J.
o —2¢€] liT f(x); lim f(x)[ cad —2 €] — o0; 0]
xX—1— X—>—00

e D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation f(x) = —2 admet une
unique solution a sur | — oo; 1J.
b) A I’aide de la technique de balayage , on obtient : 0 < @ < 1 puis 0,3 < @ < 0,4puis 0,31 < a <
0,32 .



