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Correction du devoir à la maison numéro 8 

 

Exercice 1:     

 

1.Soit (𝑢𝑛) la suite définie pour tout entier naturel n,  𝑢𝑛+1 = 0,7𝑢𝑛 + 1,5 et 𝑢0 = 2. 

 

Affirmation 1 : pour tout entier naturel 𝑛 , 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 5     VRAI 

On réalise un raisonnement par récurrence. 

 

Soit 𝑃(𝑛) la proposition « 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛+1 < 5».  (𝑛 entier naturel ) 

 

• 1ère étape :initialisation  

vérifions que P(0) est vraie.   D’une part,𝑢0 = 2 

D’autre part, 𝑢1 = 0,7𝑢0 + 1,5 = 2,9  . Donc, 𝑢1 ≤ 𝑢2 < 5 
P(0) est donc vraie.    

 

• 2ème étape : hérédité 

Hypothèse : on suppose que pour un entier  𝑘  quelconque P(k) est vraie  c’est-à-dire 𝑢𝑘 ≤ 𝑢𝑘+1 < 5  

But : démontrons alors que P(k+1) est vraie c’est-à-dire 𝑢𝑘+1 ≤ 𝑢𝑘+2 < 5 . 

 𝑢𝑘 ≤ 𝑢𝑘+1 < 5  

0,7𝑢𝑘 ≤ 0,7𝑢𝑘+1 < 0,7 × 5    

0,7𝑢𝑘 + 1,5 ≤ 0,7𝑢𝑘+1 + 1,5 < 3,5 + 1,5    

𝑢𝑘+1 ≤ 𝑢𝑘+2 < 5  
P(k+1) est vraie 

Conclusion : la proposition est vraie au rang 0 et est héréditaire. En vertu du principe de récurrence, elle est donc 

vraie pour tout entier naturel 𝑛 . 

2.On suppose que 𝑔 est une fonction concave 𝑠𝑢𝑟 ℝ 𝑒𝑡 𝑔(1)  = 2 𝑒𝑡 𝑔’(1) = 3.    

Affirmation 2 :Pour tout réel 𝑥 , 𝑔(𝑥) ≥ 3𝑥 − 1. FAUX 

 

Une équation de la tangente à la courbe de g au point d’abscisse 𝑎 est 𝑦 = 𝑔’(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑔(𝑎). 
On remplace 𝑎 par 1. Une équation est 𝑦 = 𝑔’(1)(𝑥 − 1) + 𝑔(1) = 3(𝑥 − 1) + 2 = 3𝑥 − 1. 

𝑔 est une fonction concave 𝑠𝑢𝑟 ℝ . On en déduit que la courbe de g est située en dessous de chacune de 

ses tangentes en particulier la tangente au point d’abscisse 1. 

Ainsi , pour tout réel 𝑥 , 𝑔(𝑥) ≤ 3𝑥 − 1. 

3.On considère l’équation différentielle (𝐸) : 𝑦’ = 2𝑦 − 𝑐𝑜𝑠(𝑥) − 3𝑠𝑖𝑛(𝑥) 

Affirmation 3 : les solutions de l’équation différentielle (E) sont les fonctions de la forme : 

 𝑥 → 𝐶𝑒2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑠𝑖𝑛(𝑥)  où C décrit ℝ. VRAI 

Pour tout reel 𝑥,  𝑝(𝑥) = cos(𝑥) + sin (𝑥) 

Pour tout reel 𝑥,  𝑝′(𝑥) = −sin(𝑥)+cos (𝑥) 
Donc : 2𝑝(𝑥) − cos(𝑥) − 3 sin(𝑥) = 2 cos(𝑥) + 2 sin(𝑥) − cos(𝑥) − 3 sin(𝑥) = cos(𝑥) −
sin(𝑥) = 𝑝′(𝑥)      
On a donc : 𝑝′(𝑥) = 2𝑝(𝑥) − cos(𝑥) − 3sin (𝑥) 
La fonction 𝑝 définie sur ℝ par 𝑝(𝑥) = cos(𝑥) + sin (𝑥)  est donc une solution particulière de 

l’équation différentielle 𝑦’ = 2𝑦 − 𝑐𝑜𝑠(𝑥) − 3𝑠𝑖𝑛(𝑥) 
Les solutions de l’équation différentielle 𝑦′ = 2𝑦 sont de la forme 𝑥 ⟼ 𝐶𝑒2𝑥, 𝐶 ∈ ℝ. 

 

On en déduit que les solutions de l’équation différentielle 𝑦’ = 2𝑦 − 𝑐𝑜𝑠(𝑥) − 3𝑠𝑖𝑛(𝑥) sont les 

fonctions de la forme :𝑥 → 𝐶𝑒2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑠𝑖𝑛(𝑥)  où C décrit ℝ. 

 

 



                                                                                                                                                                                                                           

 2 

 

4.Soit (C) un cercle de diamètre [AB] dans un plan (P). 

Affirmation 4 : M est un point quelconque de (C) distinct de A et B.  

Soit (D) la droite orthogonale à (P) passant par M et soit S un point de (D). 

La droite (AM) est orthogonale à (BS). VRAI 
 

Comme (SM) est orthogonale au plan (P) alors (SM) est orthogonale à 

toutes les droites de ce plan en particulier (AM) 

De plus, M appartient au cercle de diamètre [AB] . On en déduit que 

(AM) et (MB) sont perpendiculaires. 

Ainsi (AM) est orthogonale à deux droites sécantes du plan (BMS) : 

(MB) et (SM). 

On en déduit donc que (AM) est orthogonale au plan (BMS) . 

Par conséquent , (AM) est orthogonale à toutes les droites de (BMS) en 

particulier la droite (BS) 

 

Exercice 2 : 

 

𝐴𝐵
→  
(
1
0
−1
) et 𝐴𝐶

→  
(
−3
4
1
)ne sont pas colinéaires car il n’existe pas de réel 𝑘 tel que 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑘𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (le système 

{
−3 = 𝑘
0 = 4𝑘
1 = −𝑘

 n’admettant pas de solutions) 

On en déduit que les points A,B et C définissent un plan 

2. 𝐴𝐵
→  
(
1
0
−1
) , 𝐴𝐶
→  
(
−3
4
1
)et 𝐴𝐷

→  
(
1
4
−3
) 

Supposons que 𝑎 𝐴𝐵
→  
+ 𝑏 𝐴𝐶

→  
+ 𝑐 𝐴𝐷

→  
= 0⃗ . 

On en déduit que {
𝑎 − 3𝑏 + 𝑐 = 0
4𝑏 + 4𝑐 = 0

−𝑎 + 𝑏 − 3𝑐 = 0
  ⟺ {

𝑎 + 3𝑐 + 𝑐 = 0
𝑏 = −𝑐

−𝑎 − 𝑐 − 3𝑐 = 0
⟺ {

𝑎 = −4𝑐
𝑏 = −𝑐
𝑎 = −4𝑐

⟺ {
𝑎 = −4𝑐
𝑏 = −𝑐

 

 

On peut prendre 𝑐 = 1. 

On a : −4𝐴𝐵
→  
− 1𝐴𝐶

→  
+ 1𝐴𝐷

→  
= 0⃗ . 

On en déduit qu’il existe un triplet (𝑎, 𝑏, 𝑐) non tous nuls tels que 𝑎 𝐴𝐵
→  
+ 𝑏𝐴𝐶

→  
+ 𝑐 𝐴𝐷

→  
= 0⃗ . 

Par conséquent, les vecteurs  𝐴𝐵
→  
, 𝐴𝐶
→  
 𝑒𝑡 𝐴𝐷
→  
 sont coplanaires et donc les points A,B,C et D le sont aussi. 

b) 

. Donc les 
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d.On résout le système : 

{

𝑥 = 2 + 2𝑡   
𝑦 = 1 + 𝑡
𝑧 = 4 + 2𝑡

2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 7 = 0  

 ⟺{

𝑥 = 2 + 2𝑡   
𝑦 = 1 + 𝑡
𝑧 = 4 + 2𝑡

2(3 + 2𝑡) + 1 + 𝑡 + 2(4 + 2𝑡) − 7 = 0  

 

                                               ⟺ {

𝑥 = 2 + 2𝑡   
𝑦 = 1 + 𝑡
𝑧 = 4 + 2𝑡

6 + 4𝑡 + 1 + 𝑡 + 8 + 4𝑡 − 7 = 0  

  

                                               ⟺ {

𝑥 = 2 + 2𝑡   
𝑦 = 1 + 𝑡
𝑧 = 4 + 2𝑡
9𝑡 = −6  

  

 

                                               ⟺

{
 
 

 
 𝑥 = 2 + 2𝑡 =

2

3
   

𝑦 = 1 + 𝑡 =
1

3

𝑧 = 4 + 2𝑡 =
8

3

𝑡 = −
2

3
  

         I a pour coordonnées I(
2

3
;
1

3
;
8

3
) 

𝑆𝐼
→ 

(

 
 

2

3
− 2

1

3
− 1

8

3
− 4
)

 
 
  𝑠𝑜𝑖𝑡  𝑆𝐼

→ 

(

 
 
−
4

3

−
2

3

−
4

3)

 
 

 

 

𝑆𝐼 
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Exercice 3 : 
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car 𝑓 est continue et positive 

sur [
3

2
 ; 8] 
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Exercice 4 : uniquement pour les futurs prépas 

La question 3 est indépendante des questions 1 et 2. 

1.Soit (𝑃) le plan d’équation cartésienne 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 et A(𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴) un point de l’espace. 

 

On cherche une représentation paramétrique de la droite (d) perpendiculaire au plan P passant par A. 

Le vecteur normal au plan (P) 𝑛⃗ (𝑎; 𝑏; 𝑐) est aussi un vecteur directeur de (d). 

Une représentation paramétrique de (d) est donc : 

{

𝑥 = 𝑥𝐴 + 𝑡𝑎
𝑦 = 𝑦𝐴 + 𝑡𝑏
𝑧 = 𝑧𝐴 + 𝑡𝑐

  avec tℝ   

On cherche à présent l’intersection de (d) avec la plan (P) en résolvant le système : 

{

𝑥 = 𝑥𝐴 + 𝑡𝑎
𝑦 = 𝑦𝐴 + 𝑡𝑏
𝑧 = 𝑧𝐴 + 𝑡𝑐

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0

⇔ {

𝑥 = 𝑥𝐴 + 𝑡𝑎
𝑦 = 𝑦𝐴 + 𝑡𝑏
𝑧 = 𝑧𝐴 + 𝑡𝑐

𝑎(𝑥𝐴 + 𝑡𝑎) + 𝑏(𝑦𝐴 + 𝑡𝑏) + 𝑐(𝑧𝐴 + 𝑡𝑐) + 𝑑 = 0

 

⇔ {

𝑥 = 𝑥𝐴 + 𝑡𝑎
𝑦 = 𝑦𝐴 + 𝑡𝑏
𝑧 = 𝑧𝐴 + 𝑡𝑐

𝑎𝑥𝐴 + 𝑡𝑎² + 𝑏𝑦𝐴 + 𝑡𝑏² + 𝑐𝑧𝐴 + 𝑡𝑐² + 𝑑 = 0

 

 

⇔ {

𝑥 = 𝑥𝐴 + 𝑡𝑎
𝑦 = 𝑦𝐴 + 𝑡𝑏
𝑧 = 𝑧𝐴 + 𝑡𝑐

(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)𝑡 = −𝑎𝑥𝐴 − 𝑏𝑦𝐴 − 𝑐𝑧𝐴 − 𝑑

    or 𝑎² + 𝑏² + 𝑐² ≠ 0 

⇔

{
 
 

 
 

𝑥 = 𝑥𝐴 + 𝑡𝑎
𝑦 = 𝑦𝐴 + 𝑡𝑏
𝑧 = 𝑧𝐴 + 𝑡𝑐

𝑡 =
−𝑎𝑥𝐴−𝑏𝑦𝐴−𝑐𝑧𝐴−𝑑

𝑎2+𝑏2+𝑐2

              

 

𝑑(𝐴, 𝑃) = 𝐴𝐻 = √(𝑥𝐴 + 𝑡𝑎 − 𝑥𝐴)2 + (𝑦𝐴 + 𝑡𝑏 − 𝑦𝐴)2 + (𝑧𝐴 + 𝑡𝑐 − 𝑧𝐴)2 

                           = √𝑡2(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) 

                           = √𝑡2 √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2    or √𝑡2 = |𝑡| 

                           =
|−𝑎𝑥𝐴−𝑏𝑦𝐴−𝑐𝑧𝐴−𝑑|

𝑎2+𝑏2+𝑐²
 √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐²  

                           =
|𝑎𝑥𝐴+𝑏𝑦𝐴+𝑐𝑧𝐴+𝑑|

√𝑎2+𝑏2+𝑐² 
  

 

2. Soient (𝑃) et (𝑃’) les plans d’équation 3𝑥 − 4𝑦 + 1 = 0 et 2𝑦 − 6𝑧 + 2 = 0 . 

Soit  𝑀(𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧) un point de l’espace. 

𝑑(𝑀, 𝑃) = 2𝑑(𝑀, 𝑃’) ⇔
|3𝑥−4𝑦+1|

√32+(−4)2+02 
= 2

|2𝑦−6𝑧+2|

√02+22+(−6)2 
  

                                    ⇔
|3𝑥−4𝑦+1|

√25 
= 2

|2𝑦−6𝑧+2|

√40 
  

                                    ⇔
|3𝑥−4𝑦+1|

5 
=
|2𝑦−6𝑧+2|

√10 
  

                                    ⇔ √10 |3𝑥 − 4𝑦 + 1| = 5|2𝑦 − 6𝑧 + 2|  
                                    ⇔ √10 (3𝑥 − 4𝑦 + 1) = 5(2𝑦 − 6𝑧 + 2)  ou  √10 (3𝑥 − 4𝑦 + 1) = −5(2𝑦 − 6𝑧 + 2)   

                                    ⇔ 3√10𝑥 − (4√10 + 10)𝑦 + 30𝑧 + √10 − 10 = 0  ou  3√10𝑥 − (4√10 − 10)𝑦 +

30𝑧 + √10 + 10 = 0   

L’ensemble cherché est la réunion des plans d’équations : 3√10𝑥 − (4√10 + 10)𝑦 + 30𝑧 + √10 − 10 = 0  

ou  3√10𝑥 − (4√10 − 10)𝑦 + 30𝑧 + √10 + 10 = 0   

 

3. géométrie plane ! exercice de Khôlle 

d : 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 et d’ :𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = √3(𝑏𝑥 − 𝑎𝑦) et 𝑑′′: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = −√3(𝑏𝑥 − 𝑎𝑦)   (avec (𝑎 ; 𝑏) ≠
(0 ; 0))  
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Un vecteur directeur de (d) est 𝑢⃗ (−𝑏; 𝑎) 
 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = √3(𝑏𝑥 − 𝑎𝑦) ⇔ (𝑎 − √3𝑏)𝑥 + (𝑏 + 𝑎√3)𝑦 = 0    

Un vecteur directeur de (d’) est 𝑣 (−𝑏 − 𝑎√3; 𝑎 − √3𝑏) 
 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = −√3(𝑏𝑥 − 𝑎𝑦) ⇔ (𝑎 + √3𝑏)𝑥 + (𝑏 − 𝑎√3)𝑦 = 0    

Un vecteur directeur de (d’’) est 𝑤⃗⃗ (−𝑏 + 𝑎√3; 𝑎 + √3𝑏) 
 

Démontrons que d et d’ forment un angle droit. 

Pour cela, calculons 
𝑢⃗⃗ .𝑣⃗ 

‖𝑢⃗⃗ ‖‖𝑣⃗ ‖
=

−𝑏(−𝑏−𝑎√3)+𝑎(𝑎−√3𝑏)

√𝑏2+𝑎2 √(−𝑏−𝑎√3)
2
+(𝑎−√3𝑏)

2
 

=
𝑏2 + 𝑎2 + 𝑏𝑎√3 − 𝑎𝑏√3

√𝑏2 + 𝑎² √𝑏2 + 2𝑎𝑏√3 + 3𝑎2 + 𝑎2 − 2𝑎𝑏√3 + 3𝑏²
 

 

=
𝑏2 + 𝑎²

√𝑏2 + 𝑎² √4𝑏2 + 4𝑎2
 

=
𝑏2 + 𝑎²

2(𝑎2 + 𝑏2)
=
1

2
 

On en déduit que les droites (d) et (d’) forme un angle de 60°. 

 

Faisons de même avec les droites (d) et (d’’). 

 
𝑢⃗⃗ .𝑤⃗⃗ 

‖𝑢⃗⃗ ‖‖𝑤⃗⃗ ‖
=

−𝑏(−𝑏+𝑎√3)+𝑎(𝑎+√3𝑏)

√𝑏2+𝑎2 √(−𝑏+𝑎√3)
2
+(𝑎+√3𝑏)

2
 

=
𝑏2 + 𝑎2 − 𝑏𝑎√3 + 𝑎𝑏√3

√𝑏2 + 𝑎² √𝑏2 − 2𝑎𝑏√3 + 3𝑎2 + 𝑎2 + 2𝑎𝑏√3 + 3𝑏²
 

 

=
𝑏2 + 𝑎²

√𝑏2 + 𝑎² √4𝑏2 + 4𝑎2
 

=
𝑏2 + 𝑎²

2(𝑎2 + 𝑏2)
=
1

2
 

On en déduit que les droites (d) et (d’’) forme un angle de 60°. 

Ainsi les 3 droites forment un triangle équilatéral. 

 


