Correction du devoir a la maison numéro 9

Exercice 1:
1. Affirmation 1 : FAUSSE.

2,

La propriété du cours indique que toute suite décroissante et minorée par 0 converge vers une
limite £, avec £ > 0.

1l suffit donc d’exhiber un contre-exemple.

La suite constante égale a 1 est décroissante (mais pas strictement décroissante) et minorée par
0 (entre autres), et pourtant, elle converge vers 1, et pas vers 0.

Si on préfere donner un contre exemple avec une suite strictement décroissante, on peut par

1
exemple choisir la suite définie sur N* et de terme général : u, = 1+ —, par exemple. Cette
n

suite est assez clairement décroissante, minorée par 0 et converge vers 1.

Affirmation 2 : VRAIE.
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Par ailleurs : —1 < = < 1, donc on en déduit lim
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Finalement, par limite du produit: lim — (—) X (1 - (—] ) = —00.
n—+00 7 3
Si on a, pour tout n naturel, u, < v, et lim v, = —oc, alors, par comparaison:  lim u, =
n—+0o0 n—+00
—00.
. Affirmation 3 : VRAIE.

Lappel terme (4) commence par initialiser la variable U avec la valeur 1 (ligne 2 de la fonction).

Puis, la boucle for va s’exécuter N fois, ici donc 4 fois, avec le compteur i qui va prendre les
valeurs entiéres entre 0 et N-1, doncici 0, 1, 2 et 3.

¢ La premiére exécution « modifie» UenU + 0, la valeur reste égalea 1;
¢ Ladeuxieme exécution modifieUenU + 1,lavaleur devient égaleal+1=2;
* La troisiéme exécution modifie Uen U + 2, la valeur devient égalea 2+2 =4;

¢ Laderniéere exécution modifieUenU + 3,lavaleur devient égalea4+3 =7.

On a donc bien la valeur 7 renvoyée par cet appel.

On peut également faire le tableau d’état des variables :

N U i
4 1

4 1+0=1 0
4 1+1=2 1
4 2+2=4 2
4 4+3=7 3




4. Affirmation 4 : FAUSSE.

Pour connaitre le montant total du prix A, il suffit de multipler 1000 par 15. Le montant total est
donc de 15000€.

Pour le prix B, il s’agit d’additionner les 15 premier termes d’'une suite géométrique de premier
terme 1 (le montant du prix le premier jours) et de raison 2 (car le montant chaque jour est le
double du montant de la veille).

1-21° 12
On applique la formule connue: 1x i =215-1=32767.

Comme 32767 > 15000, le prix B est (nettement) plus avantageux.

Remarque : En cas d’oubli de cette formule, on peut aussi (patiemment) calculer la somme des
15 termes, voire méme remarquer que la somme recue au quinziéme jour serade 2'°~! = 16384,

Exercice 2 :
Partie A

2.2)On répete 100 fois une expérience de maniere identique et indépendante (succes =la personne est
infectée , probabilité du succes : p=0,057).0n obtient ainsi un schéma de Bernoulli de paramétres n=100
et p=

1. Puisque l'individu est choisi dans la population francaise, on suppose qu'il y a une situation

d’équiprobabilité et que les proportions sont assimilables a des probabilités.

Comme 5,7 % des adultes avaient déja été infectés, d’apres 'étude du Lancet, 1a probabilité que
I'individu choisi ait déja été infecté est de P(I) = 0,057.

0,057. Ainsi, la variable aléatoire X qui compte le nombre de succes suit la loi binomiale de

paramétres n = 100 et p = 0,057.
b. Puisque X suit une loi binomiale, ona: E(X)= N x p =100x0,057 =5,7. On en déduit

C.

que dans un échantillon de 100 personnes adultes choisies au sein de la population fran-

caise le 11 mai 2020, en moyenne, 5,7 d’entre eux avaient déja été infectés par la COVID
19.

La probabilité demandée est celle de I'événement {X = 0}.

Pour les variables aléatoires régies par la loi binomiale, on a (pour k entier naturel infé-

rieuran): P(X=k) = (}:) X pk x (1 —p)N_k.

100
Onadong, ici: P(X=0)= ( 0 ] x 0,057° x 0,943'%0 = 0,943 ~ 0,0028.

La probabilité qu'au moins deux personnes de I'échantillon aient été préalablement in-
fectées est de :

P(X>2)=1-P(X>2)=1-P(X<1)=1-P(X =0) - P(X = 1). (Certains modeles de
calculatrices n'ont pas besoin de ce calcul).

Ala calculatrice, on obtient: P(X > 2) = 0,9801.

. Par exploration a la calculatrice, on constate que pour z < 8, on a une probabilité infé-

rieure ou égale a4 0,9, avec P(X < 8) = 0,8829 et P(X < 9) =0,9408.
Lentier cherché est 9.

Cela signifie que dans un échantillon de cent adultes choisis dans la population francaise
le 11 mai 2020, il y a plus de neuf chances sur dix que le nombre d’entre eux préalablement
infectés par la COVID 19 est inférieur ou égal a 9.



Partie B
1. L'événement [ est 'évéenement déja utilisé dans la Partie A. On avait P(I) = 0,057.

* La description de la sensibilité nous fait comprendre qu'il s’agit de la probabilité condi-
tionnelle: P;(7T)=0,8;
» celle de la spécificité indique que est: P( T ) =0,99.

Avec ces informations, on peut compléter I'arbre probabilisé :
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2. Les événements [ et I partitionnent I'univers, donc, d’aprés la loi des probabilités totales :
P(T)=P(INT)+P(INT)=0,057x0,8+0,943 x 0,01 = 0,05503.

3. La question posée est de calculer: Pz (I).
D’apreés la définition des probabilités conditionnelles :
P(TNI) 0,057x0,8 4560
P(T) ~ 0,05503 5503
Cela signifie qu'une personne dont le test est positif n'a qu'une probabilité de 0,828 6 (environ)
d’avoir été préalablement infectée par la COVID 19.

Partie C

Pr(l) = ~0,8286.

Si le test est le méme, sa sensibilité et sa spécificité sont les mémes, ce qui change, c’est donc la
probabilité d’avoir été préalablement infecté. Cette probabilité n'est pas connue, notons la x.
On a donc I'arbre suivant :
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Les événements I et T partitionnent toujours cet univers différent, donc, d’apréslaloi des probabilités
totales :

P(1)=P(InT)+P(TNT)=xx0,8+(1—x) x 0,01 = 0,8x+0,01-0,01x = 0,79x +0,01.

D’apres I'énoncé, 29,44 % des gens ont un test positif, donc la probabilité de choisir un individu dont
le test est positif est de 0,2944.

On a donc une double égalité, dont on déduit I'équation suivante: 0,79x+0,01 =0,2944
Résolvons: 0,79x+0,01 =0,2944 < 0,79x =0,2844

0,2844
X =
0,79
2844
X=——
7900

844
=0,36.
0

Dans cet autre pays, la proportion de personnes préalablement infectées est donc 36 %.

La probabilité que la personne choisie ait été infectée est donc de



Exercice 3 :

1. Ona f(x) =0 < alnx=0 < Inx =0 (car a # 0) et par croissance de la fonc-

tion exponentielle e™* = e < x=1.
2.
* F=a(uv —w)
*u(x)=x ukx)=1 v(x) = In(x) v(x) = 2 wx)=x w(x) =1

X
*Fl=a@v+uw' —w)

Pourtoutx > 0,F'(x) =a (1ln(x) + x% - 1) =a(ln(x) +1—-1) = aln(x) = f(x)
On en déduit que F est une primitive de f.

3.8ur[1;4+o[ ,x =1 .0nendéduitqueln (x) =0 etdoncaln (x) >0 (a> 0)

f est continue et positive sur [1; +oo[ . On en déduit que I’aire du domaine compris entre la courbe ,
I’axe des abscisses et les droites d’équation x = 1 et x = x,, est égale a

X0
ﬁ f(x)dx=[F(x)]}" = F(xo) - F(1) = alxoIn(xo) — xo] —allln(1) - 1] =.
I'aire bleutée est en unités d'aire : a[xgIn(xg) — x9] + @ = a[xyIn(x) — x9 +1].

a
f est dérivable sur |0 ; +oo[ et sur cet intervalle f'(x) = o

Une équation de la tangente T a la courbe de f au point d’abscisse a est y = f’'(a)(x — a) + f(a).
On remplace a par x,. Une équation de T est :

y = f(x0)(x —x0) + f(x0) = xio (x — x0) + aln(x,) = xiox —a + aln(xo).

En particulier T coupe I’axe des ordonnées si x =0, d'ol1 y = aln xy — a (ordonné
de A).

L'ordonnée de B est égale a f (x;) = aln (xp).

OnaAB= |yB—yA| =|aln(xy) - (alnxy — a)| = |a| = a (car a> 0).



