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Devoir surveillé numéro 5 (vendredi 21/02/2025)

Consignes : L’usage de la calculatrice est autorisé. Le sujet est a rendre avec la copie.
11 est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans ’appréciation des copies. Le devoir est noté sur 22,5 puis ramener a 20.

Exercice 1 : produit scalaire dans le plan (1+ 1= 2 points)
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
1.Dans un repére orthonormé du plan, on considere les points A(2; —1),B(4;2) et C(3;—3).

a)/ﬁ’(g),A_c’(_lz). ABAC=2x1+3x(-2)=—4

b)AB =+/224+32 =13 AC=.124(=2)%=
4

On en déduit que AB X AC X cos(BAC) = —

2 BAC) = — 2 ot BAC = -1 2 )~ °
Par conséquent, cos(BAC) =—7= et BAC = cos ( \/ﬁ) ~ 119,74
2. La perpendiculaire a (AB) passant par C a pour vecteur normal AB (g)

Une équation cartésienne de cette droite est donc : 2x + 3y + ¢ = 0.
Or C (3 ; —3). appartient a cette droite

On en déduit que 2 X 3 +3 X (—3) + ¢ = 0soitc =3

Une équation cartésienne de la perpendiculaire a (AB) passant par C est donc :2x + 3y + 3 = 0.

Exercice 2 : étude de limites (0,75+0,75+1.5=3 points)
Les questions sont indépendantes.

1.Pour tout x > 0, —1 <cos(x)<1

Ainsi'—i < 50 L1

x x
cos(x)

Et donc x——< 4+ —= Sx+§
x+COS(X)2x—l
X X

. 1
Orona : lim x —== 4+
X—+00 X

D'aprés le théoréme de comparaison, ona: lim x + Coi(x) +o0.

xX—+00
X
2.Pourtoutx >0, e¥ —x? = xz(e—2 — 1)
X

. , eX eX
Par croissance comparée : lim — = +ooetdonc lim ——1 = +oo

x—+00 X x—+00 X

De plus, lim Xz = +0o0

X—>+o00

e o
Par limite d’un produit, ona lim x (xz — 1) =400 ainsi lim e* —x? =+

x—+o00 xX—>+00

3. Etudier liT In(x2—x+1)
X—+ 00

2 5 1 1
Pour tout x > 0, X —x+1=x(1__.|.F
Or lim x? = +oo et llml——+—_1
X—+00 X—+00
Comme limite d’un produit, llT x2—x+1=+w
X—>400

De plus, XliT In(X) = 4+
On en déduit par limite de fonction composée que li1n In(x? —x+1) = +oo.
X—>+00
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Exercice 3 : valeurs intermédiaires(0,75 +0,5+0,75+1+0,5=3,5 points)
On définit la fonction f sur [1; 4oo[ par : pour toutréel x > 1, f(x) =x —21In(x) .

1. Pour toutx > 0, x — 2In(x) = x(1 — 2 lnix))

Par croissance comparée, lim 22 =0 .Onen déduitque lim 1—2

x—>+o0 X xX—+00

In(x)

De plus, liT X = +o00.
X—+00
Par limite d’un produit, li7:rn f(x) = +oo..
X—>+00

2.0n admet que f est dérivable sur [1 ; 400 .
Pour toutréel x > 1, f'(x) =1 —5 = "x;z

3. Comme x > 0, f’(x) est du signe de x — 2.

=1

+o0

x
')

f,(x) 1 \ /

+o0

fF)=1-2In(1)=1 f(2)=2-2In(2)

La fonction f est strictement décroissante sur [1 ; 2] et strictement croissante sur [2 ; +oo[

4,
Sur [1;2], f(x) < 1. L’équation f(x) = 2 n’admet donc pas de solutions sur [1; 2].
Sur [1; 4o0].

e f est continue et strictement croissante sur [1 ; 4+oo.

o ZEJf(2); lim f(x)]

e D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation f(x) = 2 admet

au moins une solution a sur [1 ; +oo.

5. A l’aide de la technique de balayage, on obtient : 5 < a < 6 puis 5,3 < a < 5,4 puis 5,35 < a < 5,36

Exercice 4 : parallélisme entre deux plans (1+1=2 points)
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Soit SABC un tétraé¢dre. On consideére les points 1,J,K tels que §I) = %SA,S i

4 b d - 1 1= 1/ - 1— 1
1.1] =18 + 5] =348 +35B = (43 + 5B) = 4B. On admet que JK = 3 BC

2.Deux vecteurs non colinéaires du plan (IJK) : I_]) et]_l)( sont colinéaires & deux vecteurs non colinéaires du
plan (ABC) : A_B) et E]) . On en déduit que les plans (IJK) et (ABC) sont paralléles.

Exercice 5 : vecteurs colinéaires , coplanaires (0,5 + 1 +1= 2,5 points)
Dans un repere orthonormé de I’espace , on considere les
points :A(2;3;4),B(3;0;4),C(5;6;7)etD(8;7;13).

— 1 — 3 — 6
1. AB| -3 |,AC|3 |etAD| 4.
0 3 9

2. AB| —3 | et AC [ 3 |ne sont pas colinéaires car il n’existe pas de réel k tel que AC = kAB (le systéme
0 3

3=k
{3 = —3k n’admettant pas de solutions)

3=0
On en déduit que les points A,B et C définissent bien un plan
3 — — — >
Supposons que a AB + b AC + c AD = 0.
a+3b+6c=0 a+3(—3c)+6c=0 a=3c
On en déduit que {—361 +3b+4c=0 & {—Sa +3(-3c)+4c=0=1-3Bc)-5c=0<
3b+9c=0 b=-3c b =-3c
a=3c a=0
{—14c:0<=>{c=0
b=-3c b=0

On en déduit qu’il n’existe pas de triplets (a, b, ¢) non tous nuls tels que aAB +bAC + cAD = 0.

Par conséquent, les vecteurs AB,AC et AD ne sont pas coplanaires et donc les points A,B,C et D ne
le sont pas non plus.

Exercice 6 :représentation paramétrigue de droite (1+1,5+1,5=4 points)
1 .Soit les points A(2;3;—1) et B(1;-3;2).

-1
La droite (AB) passe par le point A(2; 3; —1) et de vecteur directeur AB <—6> a pour représentation
3
x=2-—t
paramétrique :{ y=3—-6t (tER)
z=—-1+3t
On resout le systéme :
x=2-1=2
x=2-—t x=2-t 3 ) 3
y=3—6t(:) y=3-—6t PN y=3—6><§=1
z=—-1+3t z=-1+3t 7 =
z=0 -1+3t=0 _1
3

La droite (AB) coupe le plan (0;1,7) en C(g ;1;0).
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2.Soit A et B les points de coordonnées A(1;1;—2) et B(2;—1;3).

x=%+2t
Soit (d) la droite de représentation paramétrique : { ¥y = —4t avec t € R.
1
Z—E+10t
1=2+42¢
A(1;1;-2) € (d) & ilexisteunréel t tel que< 1 = —4t
—2=2+10¢
2
2t =—=
2
S{t=—-
106 = -2
2
1=
4
e {t=-1
4
20 4
St=—-
4
2=2+42t
B(2;—1;3).€ (d) & il existe unréel t tel que < —1 = —4t
3=-+10¢
2
2t ==
2
e{t=1
4
106 =2
2
t=-
4
e {t=2
4
p=>=1
20 4
St==
4

Comme A et B appartiennent a la droite (d) alors la droite (AB) est la droite (d). L’affirmation est donc vraie.

3.Soit les droites (d) et (d’) de représentations paramétriques respectives:

Y =34k xX=-2+t
y=-2+3k aveck€R et V=27t gvec teR
7= 2k z=1+4+4t

(d) admet le vecteur (1; 3; 2) comme vecteur directeur.
(d*) admet le vecteur u'(1; —1; 4) comme vecteur directeur.
1(1;3;2) etu'(1;—1;4) ne sont pas colinéaires car il n’existe pas de réel k tel que u’' = ki (le systéme

k=1
1=k k= 1
—1=3k<<{" = 73 n’admettant pas de solutions)
4 =2k k = %

Par conséquent, les droites (d) et (d’) ne sont pas paralleles.
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Prouvons que les droites ne se coupent pas.

On résout le systeme

(x=3+k x=3+k ( x=3+k ( x=3+k
y=-2+3k y=-2+3k y=-2+3k y=—-2+3k
z =2k z =2k z =2k z =2k
L x=-24t ©{3+k=-2+t A k=-5+t¢t S k=-5+t
y=2—-t —243k=2-t —24+3(-5+t)=2—-t —174+3t=2—-t
z=1+4t 2k =1+ 4t 2(=5+t)=1+4t k—10+2t=1+4t
\
x=3+k x=3+k
fy=_2+3k y=—2+3k
7 = 2k z =2k
S k=-5+t &4 k:_519+t impossible !
4t =19 t=7
—2t=11 E |
2

Les droites (d) et (d”) ne sont donc ni sécantes , ni paralléles. Elles sont donc non coplanaires.

Exercice 6 : parallélisme droite-plan ( 0,5+0,75+0.75 + 1.5 =3,5points)

ABCDEFGH est un cube. | et J sont les points définis par :

— —

DI =1DC et Bj= 2 BC.

3 3
- /> = e e
1HI=HD+DI=—AE+§D =§AB—AE

- - - - 2

G] = GB +B] = GC + CB+3BC = — AE — AD +
2= 1 4

3AD =—ZAD — AE

l
|

— -
3.0n en déduit que %E G + GJ] — HI = 0. Par conséquent, le vecteur HI est coplanaire avec deux vecteurs
— —
non colinéaires (directeurs) du plan (EGJ) : EG et GJ.

On en déduit donc que la droite (HI) est paralléle au plan (EGJ).
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Exercice 7 : prise d’initiative (2 points)

ABCDEFGH est un pavé droit. Le point I est défini par

- 1 . .
Al = EAG' Démontrer que les points [,B,D et E sont coplanaires.

On se place dans le repere (A ;AB,AD, ﬁ)

A(0;0;0),B(1;0;0),D(0;1;0),E(0;0; DetG(1;1;1)

- 1 s 1.1 1 C
Al = =AG. On en déduit que I(= ;= ;)
3 3’3’3
2 _1 _1
3 3 3
H
Bl -1 |,ip| 2 |etiE| -1
3 3 3
_1 _1 2
3 3 3
4 — 4 —
Supposons que aIB +bID + cIE = 0.
2a—Zb-c=0
303003 2a—b—-c=0 b=2a-c
On en déduit que —§a+§b—§c=0 Sil—-a+2b-c=0o{-a+22a—-¢c)-c=0&
—q— = —a—(2a — 2c =
1, lpi2._ a—b+2c=0 a—(2a—-c)+2c=0
b=2a-c ’ ’ ’
3a—3c =0 @{b:ic__cczc
—3a+3c=0 -

Onpeutprendrea =b =c = 1.
4 — 4 —
Ona:1IB+1ID+1IE=0.
, . . . . — g —> -
On en déduit qu’il existe un triplet (a, b, ¢) non tous nuls telsque aIB + b ID + c IE = 0.
Par conséquent, les vecteurs IB,ID et IE sont coplanaires et donc les points I,B,D,E le sont aussi.



