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Exercice 1: propriété de l’espérance et de la variance (0,75 + 0,75 = 1,5 points) 

Les questions 1 et 2 sont indépendantes 

1.Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que 𝐸(𝑋) = 2 , 𝑉(𝑋) = 0,3 , 𝐸(𝑌) = 1,5 et  

𝑉(𝑌) = 0,2.  

𝐸(3𝑋 + 2𝑌) = 3𝐸(𝑋) + 2𝐸(𝑌) = 9 ,   (linéarité de l’espérance) 

𝑉(𝑋 + 𝑌) = 𝑉(𝑋) + 𝑉(𝑌) = 0,5 𝑐𝑎𝑟 𝑋 𝑒𝑡 𝑌 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑖𝑛𝑑é𝑝𝑒𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠  

𝑉(4𝑋) = 42𝑉(𝑋) = 4,8.   

2.Soit (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋10) un échantillon de taille 10 de variables aléatoires indépendantes suivant une  

même loi d’espérance 2 et d’écart type 3. C’est-à-dire de variance 3² = 9. 

Soit 𝑀10 la variable aléatoire moyenne de l’échantillon.  

 𝐸(𝑀10) = 𝐸(𝑋) = 2. 

𝑉(𝑀10) =
𝑉(𝑋)

10
=

9

10
= 0,9  

 
Exercice 2: inégalités de Bienaymé Tchebychev et de concentration (0,5 +0,5+0,5   + 0,5+0,75+0,75= 3,5 points) 

Les questions 1 et 2 sont indépendantes 

1.Soit X une variable aléatoire d’espérance 𝐸(𝑋) = 4 et de variance  𝑉(𝑋) = 0,05. 

a) D’après l’inégalité de Bienaimé Tchebychev : 

Pour tout réel strictement positif 𝛿, on a : 

𝑃(|𝑋 − 𝐸(𝑋)| ≥ 𝛿) ≤
𝑉(𝑋)

𝛿2   

b)On remplace E(X) par 4 , V(X) par 0,05 et   𝛿 𝑝𝑎𝑟 0,5 

𝑃(|𝑋 − 4)| ≥ 0,5) ≤
0,05

0,52   soit 𝑃(|𝑋 − 4| ≥ 0,5) ≤ 0,2  

c) On utilise l’évènement contraire 

1 − 𝑃(|𝑋 − 4| < 0,5) ≤ 0,2 

Soit −𝑃(|𝑋 − 4| < 0,5) ≤ −0,8 

Et donc 𝑃(|𝑋 − 4| < 0,5) ≥ 0,8 

On en déduit que 𝑃(3,5 < 𝑋 < 4,5) ≥ 0,8 

 

2. Soit une variable aléatoire 𝑋 d’espérance 𝐸(𝑋) = 5,2 et de variance  𝑉(𝑋) = 0,3. 

On considère un échantillon de 𝑛 variables aléatoires suivant la loi de 𝑋. 

On appelle 𝑀𝑛 la variable aléatoire moyenne associée à cet échantillon.  

a) D’après l’inégalité de concentration : 

Pour tout réel strictement positif 𝛿, on a : 

𝑃(|𝑀𝑛 − 𝐸(𝑋)| ≥ 𝛿) ≤
𝑉(𝑋)

𝑛 𝛿2   

b) On remplace E(X) par 5,2 , V(X) par 0,3 et   𝛿 𝑝𝑎𝑟 0,2 

𝑃(|𝑀𝑛 − 5,2| ≥ 0,2) ≤
0,3

𝑛 0,22
  

Soit 1 − 𝑃(|𝑀𝑛 − 5,2| < 0,2) ≤
7,5

𝑛
  

D’où −𝑃(|𝑀𝑛 − 5,2| < 0,2) ≤ −1 +
7,5

𝑛
 

Et 𝑃(|𝑀𝑛 − 5,2| < 0,2) ≥ 1 −
7,5

𝑛
 

c)Il suffit de résoudre l’inéquation 1 −
7,5

𝑛
≥ 0,95. 

Soit −
7,5

𝑛
≥ −0,05 et donc 

7,5

𝑛
≤ 0,05. 

Par passage à l’inverse , 
𝑛

7,5
≥

1

0,05
  soit encore 𝑛 ≥

7,5

0,05
   soit 𝑛 ≥ 150. 

La probabilité que la moyenne 𝑀𝑛 appartienne à l’intervalle ]5; 5,4[ est supérieure à 0,95  

lorsque 𝑛 ≥ 150. 
 

 

 

 



Exercice 3: valeur moyenne d’une fonction (0,75+0,75=1,5 points) 

1.Soit 𝑓 la fonction définie sur [0 ; 5] par   𝑓(𝑥) =  
𝑥

𝑥²+1
. 

𝑓 est continue sur [0 ; 5]  donc admet des primitives. Une primitive de 𝑓 est la fonction 𝐹. 

 

• 𝑓 =
1

2

𝑢′

𝑢
 

 

• 𝑢(𝑥) = 𝑥2 + 1      𝑢′(𝑥) = 2𝑥     (
𝑢′

𝑢
=

2𝑥

𝑥2+1
 )      

 

• 𝐹 =
1

2
ln (𝑢) 

 

Pour tout réel 𝑥 de [0 ;5],  𝐹(𝑥) =
1

2
ln(𝑥2 + 1)  

∫
𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑥

5

0
= [

1

2
ln(𝑥2 + 1)]

0

5

 =
1

2
ln(52 + 1) −

1

2
ln(02 + 1) =

1

2
ln (26) 

2.La valeur moyenne de la fonction f définie sur [0 ;5] par 𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2+1
   est  

𝑚 =
1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = 

1

5−0
∫ 𝑓(𝑥)

5

0
𝑑𝑥 =

1

10
ln (26) 

 

Exercice 4: suite d’intégrale (0,5+0,75+0,75+0,75+0,75=3,5 points) 

On considère la suite d’intégrales (𝑢𝑛) définie pour tout entier 𝑛, par :𝑢𝑛 = ∫ 𝑥𝑛 𝑒𝑥1

0
𝑑𝑥 

1. 𝑢0 = ∫ 𝑥0 𝑒𝑥1

0
𝑑𝑥 = ∫  𝑒𝑥1

0
𝑑𝑥 = [𝑒𝑥]0

1 = 𝑒1 − 𝑒0 = 𝑒 − 1. 

2. Pour tout entier naturel 𝑛, 

Pour tout réel 𝑥  de [0 ; 1], 𝑒𝑥 ≥ 0   𝑒𝑡  𝑥𝑛 ≥ 0. 
On en déduit que 𝑥𝑛 𝑒𝑥 ≥ 0 

Par positivité de l’intégrale, on en déduit que ∫ 𝑥𝑛 𝑒𝑥1

0
𝑑𝑥 ≥ 0. 

Ainsi , 𝑢𝑛 ≥ 0. 

3. Pour tout entier naturel 𝑛, 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = ∫ 𝑥𝑛+1 𝑒𝑥1

0
𝑑𝑥 − ∫ 𝑥𝑛 𝑒𝑥1

0
𝑑𝑥  

                    = ∫ (𝑥𝑛+1 𝑒𝑥1

0
− 𝑥𝑛𝑒𝑥)𝑑𝑥   (par linéarité de l’intégrale) 

                  = ∫ (𝑥 − 1)𝑥𝑛 𝑒𝑥1

0
𝑑𝑥. 

4. Pour tout entier naturel 𝑛, 

Pour tout réel 𝑥  de [0 ; 1], 𝑥𝑛 𝑒𝑥 ≥ 0   et 𝑥 − 1 ≤ 0 

On en déduit que (𝑥 − 1)𝑥𝑛 𝑒𝑥 ≤ 0 

Par positivité de l’intégrale, on en déduit que ∫ (𝑥 − 1)𝑥𝑛 𝑒𝑥1

0
𝑑𝑥 ≤ 0. 

Et donc que 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0 

On en déduit que la suite (𝑢𝑛) est décroissante. 

5. La suite (𝑢𝑛) est décroissante et minorée par 0 alors d’après le théorème de convergence des 

suites monotones , la suite (𝑢𝑛) converge. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Exercice 5: D’après Amérique du Nord 2025 (2 + 0,5 + 1 = 3,5 points) 

1.Soit la fonction f définie sur [0 ; 𝜋] par 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 sin(𝑥) + 𝑥   . 

 
 

On admet que 𝒇 est positive sur [0 ; 𝜋]. 
On note : 

 
 

∫ 𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)]𝑎
𝑏 − ∫ 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

On pose :  𝑣(𝑥) = sin (𝑥)          →     𝑣′(𝑥) = cos (𝑥)  

                   𝑢′(𝑥) = 𝑒𝑥   →     𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥 

 

𝑢 et 𝑣 deux fonctions dérivables sur [0;
𝜋

2
] de dérivées continues sur [0;

𝜋

2
]. 

Ainsi, en intégrant par parties, on a : 

𝐼 = ∫ 𝑢′(𝑥) 𝑣(𝑥)𝑑𝑥

𝜋
2

0

= [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)]
0

𝜋
2 − ∫ 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)

𝜋
2

0

𝑑𝑥 

                                        = [𝑒𝑥 × sin (𝑥)]
0

𝜋
2 − ∫ 𝑒𝑥 × cos (𝑥)

𝜋
2

0

𝑑𝑥 

                                       = 𝑒
𝜋
2 sin (

𝜋

2
) − 𝑒0 sin(0) − 𝐽 

                                        = 𝑒
𝜋
2 − 𝐽 

On pose :  𝑣(𝑥) = ex          →     𝑣′(𝑥) = ex  

                   𝑢′(𝑥) = sin(𝑥)  →     𝑢(𝑥) = −cos (𝑥) 

 

𝑢 et 𝑣 deux fonctions dérivables sur [0;
𝜋

2
] de dérivées continues sur [0;

𝜋

2
]. 

Ainsi, en intégrant par parties, on a : 

𝐼 = ∫ 𝑢′(𝑥) 𝑣(𝑥)𝑑𝑥

𝜋
2

0

= [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)]
0

𝜋
2 − ∫ 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)

𝜋
2

0

𝑑𝑥 

                                        = [−𝑒𝑥 × cos (𝑥)]
0

𝜋
2 − ∫ 𝑒𝑥 × −cos (𝑥)

𝜋
2

0

𝑑𝑥 

                                       = −𝑒
𝜋
2 cos (

𝜋

2
) + 𝑒0 cos(0) + 𝐽 

                                        = 1 + 𝐽 



2. On a le système {
𝐼 = 1 + 𝐽

𝐼 = 𝑒
𝜋

2 − 𝐽
  soit {

𝐼 = 1 + 𝐽

1 + 𝐽 = 𝑒
𝜋

2 − 𝐽
 soit {

𝐼 = 1 + 𝐽

2𝐽 = 𝑒
𝜋

2 − 1
 oit {

𝐼 = 1 +
𝑒

𝜋
2 −1

2
=

1+𝑒
𝜋
2

2

𝐽 =
𝑒

𝜋
2 −1

2
  

 

3.L’aire du domaine compris entre les courbes de f , les courbes de g et les droites d’équation x=0 et x=
𝜋

2
 est : 

(il est admis que Cff est au dessus de Cg) 

∫ (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))𝑑𝑥 =

𝜋
2

0

∫ (𝑒𝑥sin (𝑥) + 𝑥 − 𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑒𝑥sin (𝑥)𝑑𝑥

𝜋
2

0

𝜋
2

0

=
1 + 𝑒

𝜋
2

2
 

ANNEXE (exercice 5) 

 

 

 
 

 
Exercice 6: Amérique du Nord 2025 (A : 0,5 + 1+0,5+0,5+1,5  B : 1,5+1,5 = 7 points) 

 



 

 
c)D’après l’inégalité de concentration : 

Pour tout réel strictement positif 𝛿, on a : 

𝑃(|𝑀𝑛 − 𝐸(𝑋)| ≥ 𝛿) ≤
𝑉(𝑋)

𝑛 𝛿2   

On remplace 𝑛 par 50 E(X) par 22 , V(X) par 65 et   𝛿 𝑝𝑎𝑟 3 

𝑃(|𝑀50 − 22| ≥ 3) ≤
65

50× 32   

soit 𝑃(|𝑀50 − 22| ≥ 3) ≤
13

90
 

d)Soit 1 − 𝑃(|𝑀50 − 22| < 3) ≤
13

90
  

D’où −𝑃(|𝑀50 − 22| < 3) ≤ −
77

90
 

Et 𝑃(|𝑀50 − 22| < 3) ≥
77

90
  or 

77

90
> 0,85 

On en déduit que 𝑃(19 < 𝑀50 < 25) > 0,85. 

2.D’après la loi des grands nombres : 

Pour tout réel strictement positif 𝛿, on a : 

lim
𝑛→+∞

 𝑃(|𝑀𝑛 − 𝐸(𝑋)| ≥ 𝛿) = 0 

 

Soit en remplaçant 𝛿 par 3 
lim

𝑛→+∞
 𝑃(|𝑀𝑛 − 22| ≥ 3) = 0     L’affirmation est donc fausse. 

 
Autre méthode : 
D’après l’inégalité de concentration : 

Pour tout réel strictement positif 𝛿, on a : 

𝑃(|𝑀𝑛 − 𝐸(𝑋)| ≥ 𝛿) ≤
𝑉(𝑋)

𝑛 𝛿2   

On remplace E(X) par 22 , V(X) par 65 et   𝛿 𝑝𝑎𝑟 3 

𝑃(|𝑀𝑛 − 22| ≥ 3) ≤
65

𝑛× 32
   

soit 𝑃(|𝑀𝑛 − 22| ≥ 3) ≤
65

9𝑛
 

 

On trouve 
9𝑛

65
≥ 100  soit  𝑛 ≥

6500

9
  et donc 𝑛 ≥ 723 


