Correction du devoir surveillé numéro 7 (lundi 26/05/2025)

Exercice 1: propriété de I’espérance et de la variance (0,75 + 0,75 = 1.5 points)

Les questions [ et 2 sont indépendantes

1.Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que E(X) =2,V (X) =0,3,E(Y) =1,5¢et
V(Y)=0,2.

E(3X +2Y)=3E(X) + 2E(Y) =9, (linéarité de ’espérance)

VIX+Y)=V(X)+V({)=0,5car X et Y sont indépendantes

V(4X) = 4°V(X) = 4,8.

2.Soit (X4, X5, ..., X1) un échantillon de taille 10 de variables aléatoires indépendantes suivant une
méme loi d’espérance 2 et d’écart type 3. C’est-a-dire de variance 3% = 9.

Soit M, la variable aléatoire moyenne de 1’échantillon.

E(Myy) = EX) = 2.

V(Mm) = -2 =09

10 10

Exercice 2: inégalités de Bienaymé Tchebychev et de concentration (0.5 +0,5+0,5 + 0,5+0,75+0,75= 3.5 points)
Les questions 1 et 2 sont indépendantes

1.Soit X une variable aléatoire d’espérance E(X) = 4 et de variance V(X) = 0,05.

a) D’apres ’inégalité de Bienaimé Tchebychev :

Pour tout réel strictement positif §, on a :

P(X - EX)| 2 8) <&

b)On remplace E(X) par 4, V(X) par 0,05 et & par 0,5
P(IX —4)| 2 0,5) < 22 soit P(IX — 4] 2 0,5) < 0,2
c¢) On utilise l’événement, contraire

1—P(X —4]| <05) <02

Soit —P(]X — 4] < 0,5) < —-0,8

Etdonc P(|X — 4] < 0,5) > 0,8

On en déduit que P(3,5 < X < 4,5) > 0,8

2. Soit une variable aléatoire X d’espérance E (X) = 5,2 et de variance V(X) = 0,3.
On consideére un échantillon de n variables aléatoires suivant la loi de X.

On appelle M,, la variable aléatoire moyenne associée a cet échantillon.

a) D’aprés 1’inégalité de concentration :

Pour tout réel strictement positif §, on a :

P(IM, — EX)| 2 6) <25
b) On remplace E(X) par 5,2, V(X) par 0,3 et & par 0,2
P(IM, — 52| > 0,2) < n‘;'z

Soit 1 — P(IM, — 52| < 0,2) <22

Dot —P(|M, = 52| < 0,2) < -1+
EtP(|M, — 52| <02)>1— 775

¢)Il suffit de résoudre I’inéquation 1 — 775 > 0,95.
Soit —%5 > —0,05 et donc 775 < 0,05.

< 19- n 1 . 7,5 .
Par passage a I’inverse , — > —— soit encore n > oos Soitn > 150.

7,5 — 0,05
La probabilité que la moyenne M,, appartienne a I’intervalle ]5; 5,4 est supérieure a 0,95
lorsque n > 150.



Exercice 3: valeur movenne d’une fonction (0,75+0,75=1.5 points)
1.Soit f la fonction définie sur [0 ; 5] par f(x) = —

x+1
f est continue sur [0 ;5] donc admet des primitives. Une primitive de f est la fonction F.

[ ] f :%u—’

e u(x)=x*+1 u'(x)=2x (% = xjil)
1

o F =Eln (w)

Pour tout réel x de [0:5], F(x) = %m(x2 +1)

fs = _dx = Eln(x2 + 1)]2

= §1n(52 +1) - %m(o2 +1) = %ln (26)

0 x2+1
2.La valeur moyenne de la fonction f'définie sur [0 ;5] par f(x) =

est
x2+1

m= ﬁf:f(x) dx=;Tof05f(x) dx = %ln (26)

Exercice 4: suite d’intégrale (0,5+0,75+0,75+0,75+0,75=3,5 points)

s 1 . 9 o1 ’ . . 1
On considére la suite d’intégrales (u,,) définie pour tout entier n, par :u, = [ o X" erdx

1. uy= folxo e*dx = fol e*dx=[e*]j=el—e’=e—1.
2. Pour tout entier naturel n,
Pour tout réel x de [0;1],e* >0 et x™ = 0.
On en déduit que x™ e* = 0
Par positivité de I’intégrale, on en déduit que fol x"e*dx = 0.
Ainsi, u, = 0.
3. Pour tout entier naturel n,
Uppq — Uy = fol x"te* dx — fol x™ e¥ dx
= fol(x”“ e* —x™e®)dx (par linéarité de I’intégrale)
= fol(x — Dx™ e* dx.
4. Pour tout entier naturel n,
Pour toutréel x de [0;1], x"e* >0 etx—1<0
On en déduit que (x — )x" e* <0
Par positivité de I’intégrale, on en déduit que fol(x —Dx"e*dx <0.
Et donc que u,;q —u, <0
On en déduit que la suite (u,,) est décroissante.

5. Lasuite (u,) est décroissante et minorée par 0 alors d’aprés le théoreme de convergence des
suites monotones , la suite (u,) converge.



Exercice 5: D’aprés Amérique du Nord 2025 (2 + 0.5 + 1 = 3.5 points)
1.Soit la fonction f définie sur [0 ; ] par f(x) = e* sin(x) + x

On note 6y la courbe représentative de f dans un repére.

On admet que f est positive sur [0 ; 7].
On note :

3 3
I =f e“sin(x)dx et ]=f e* cos(x)dx.
0 0

1. Enintégrant par parties I'intégrale 7 de deux maniéres différentes, établir les deux
relations suivantes :

I=1+] et I=e?—].
b

b
j U ()v(x) dx = [u(x)v(x)]? —f u(x)v'(x) dx

On pose : v(x) = sin (x) - v'(x) =cos (x)

u'x)=e* » ulx)=e*
. ’ . T s . s . TT
u et v deux fonctions dérivables sur [0; E] de dérivées continues sur [0; E]'

Ainsi, en intégrant par parties, on a:

I = jiu'(x) v(x)dx = [u(x)v(x)]% - fgu(x)v'(x) dx
0 0

T

3

= [e* X sin (x)]g — fzex X cos (x) dx
0

= eg sin (g) —e%sin(0) —J

NIE

=e —]

Onpose: v(x) = e* - v'(x)=¢€*

u'(x) =sin(x) » u(x) = —cos (x)

. 7 . YA e 1 . s
u et v deux fonctions dérivables sur [0; E] de dérivées continues sur [0; E]'

Ainsi, en intégrant par parties, on a :

i T

I = fiu’(x) v(x)dx = [u(x)v(x)]% - fiu(x)v'(x) dx
0 0

T

3

= [—e* X cos (x)]g - jzex X —cos (x) dx
0

n s
. L 0
= ezcos(2)+e cos(0) +J

=1+J



I=1+] I=1+] I=1+] I[=1+—=—
2. On a le systéme n soit n soit n oit o
[=ez—] 1+]=ez2—] 2] =ez2—-1 ez—1

3.L’aire du domaine compris entre les courbes de f, les courbes de g et les droites d’équation x=0 et ng est :

(il est admis que Cff est au dessus de Cg)

T

fi(f(x) —g(x))dx = fi(exsin (x) + x — x)dx = fiexsin (0)dx = 1+e2
0 o o

2

ANNEXE (exercice 5)

Exercice 6: Amérique du Nord 2025 (A : 0,5 + 1+0,5+0,5+1,5 B : 1,5+1,5 = 7 points)
Partie A

On note N la variable aléatoire qui donne le nombre de paniers marqués.

Les résultats des probabilités demandeées seront, si nécessaire, arrondis au millieme.

1. L'épreuve est effectuée 15 fois de facon indépendante et a chaque lancer la proba-
bilité de marquer est égale a 0,32. N suit donc la loi binomiale 28(15 ; 0,32).

2. La probabilité que Victor réussisse exactement 4 paniers est :
15 4 15-4 TN A
P(N=4)= 4 x 0,32 x (1-0,32) = 0,206 au milliéme pres.
3. La probabilité que Victor réussisse au plus 6 paniers est :

P(NL6)=P(N=0)+P(N=1)+...+ P(N =6) = 0,828 (calculatrice).

4. Onsaitque: E(N)=nxp=15x0,32=4,8.

Donc en moyenne sur 150 lancers, Victor marque 48 paniers.



5. a. Chaque lancer étant a 3 points, on adonc T =3N.
b. Ona E(T)=E@BN)=3E(N) dapréslalinéarité de I'espérance, soit
E(T) =3 x4,8=14,4, donc une moyenne de 144 points marqués sur 150 lan-
cers.
c. OnaP(12< T=3N<18)=P(4 < N<B6).
Cette probabilité est égale a :
PALNLBG)=P(N=4)+P(N=5)+P(N=6)=0,206+0,213+0,167, soit

P(12< T <£18)=0,586.
Partie B

1. Dans cette question, on prend n = 50.

a. Ms) représente la moyenne empirique, sur 50 matchs, des points marqués
par Victor

b. « Chaque variable Xj, ..., X50 suit la méme loi que X doncona:
E(Ms0) = E(X) =22;

+ Comme les variables X;, X»,... X50 sont indépendantes, on en déduit :
V(Msg) = —V(X) = — x 65 = o2 = 250 _
2077 50 "~ 50 50 100
C)D’apreés I’inégalité de concentration :

Pour tout réel strictement positif §, on a :
P(IM, — E(X)| = 6) < X&)

yd.

n §2

On remplace n par 50 E(X) par 22, V(X) par 65 et § par 3
65

P(|Msy — 22| =23) < Sox 32

soit P(|Mso — 22| 2 3) < =

d)Soit 1 — P(|Mgo — 22| < 3) < -

Dol —P(|Mso — 22| < 3) < — =

Et P(IMso — 22] < 3) 2 2 or 22> 0,85

On en déduit que P(19 < Ms, < 25) > 0,85.
2.D’apres la loi des grands nombres :

Pour tout réel strictement positif §, on a :
lirf P(IM,—EX)|=6)=0
n—-+oo

Soit en remplagant § par 3

ligl P(|M,, — 22| = 3) = 0 Laffirmation est donc fausse.
n—->—+4oco

Autre méthode :
D’apres I’inégalité de concentration :
Pour tout réel strictement positif §, on a :

P(IM, — E(X)| = &) < L&

n &2
On remplace E(X) par 22, V(X) par 65 et § par 3
65
P(IM, — 22| =3) < — 3

soit P(|M,, — 22| 2 3) < =

65
On veut donc que : o <£0,01
n

) 5
On trouve z_;l > 100 soit n > % etdoncn > 723



