I- La fonction carré

1. Définition

Chapitre 15 les fonctions de référence

Chapitre 15 : les fonctions de référence

Définition :

La fonction carré f est définie sur R par f(x) = x2.

Exemples : calcul d’images

X —2 -1
f(x)
2.Parité :
Propriété:

la fonction carré f est

Preuve :

Pour tout réel x, f(—X) = v v et e e e e e e et e e

Conséquence graphique :

Dans un repére orthogonal, la courbe de la fonction carré admet

comme axe de symétrie.

X -2 -1
fx)| 4 1
Remargues :

- Le tableau de valeurs n’est pas un tableau de
proportionnalité. La fonction carré n’est donc pas une

fonction linéaire.

- Dans un repére (O, I, J), la courbe d’équation y = x2 de la
fonction carré est appelée une parabole de sommet O.

4. Variations et conséguences

Propriété :

La fonction carré f est

[0; +ool.

sur ’intervalle
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Tableau de variations

X -0 + o0
fx) =x*
Conséguence : la fonction carrée admet un minimumen x = ...de valeur ... ... .....

Tableau de signe

X -0 + o0

fl) =x*

La fonction carrée est strictement positive sauf en 0 ou elle s’annule.

Démonstration au programme :
Vidéo : mathssa.fr/ine3

On pose : f(x) = x2.

- Soit a et b deux nombres réels quelconques positifs tels que a < b.
f)—fl@)=b*-a*=(b-a)b+a)

Orb—a>0,a=0eth>0donc f(b) — f(a) = 0 ce qui prouve que f est croissante sur I’intervalle
[0; 4oof.

- La décroissance sur I’intervalle ]—oo ; 0] est prouvée de maniére analogue en choisissant a et b deux
nombres réels quelconques négatifs tels que a < b.

Propriété : a et b sont deux nombres réels , on a alors :
Si0<a<b alors a?<b?
Sia<b<0 alors a? > b*

4.Equation du type x* = a (a > 0)

Propriété :
L’équation x? = a avec a > 0 admet exactement 2 solutions —/a et va




Preuve :

x? =aéquivauta x2—a=0
équivauta x% — (Va)?=0
équivaut a (x —vVa)(x +va) =0
équivauta x —va=0 ou x +Va=0
équivaut a x =+a ou x = —/a

Application :

Résoudre dans R 1’équation x? = 5.

Les solutions sont ... ... .. oo e v vee. S={oin i i

5.Inéquation du type x2 < a ou x> >a (a>0)

Chapitre 15 les fonctions de référence

Propriété :

L’inéquation x? < a avec a > 0 admet pour solutions les réels de I’intervalle | — va ; Val.
L’inéquation x? > a avec a > 0 admet pour solutions les réels de I’intervalle | — c0; —/a[UJVa; +oo[

Preuve :
x? > aéquivauta x2—a >0
2
équivauta x%—(va)" >0
équivaut a (x —va)(x ++va) >0

e o -9
x—+a>0 x—+va>0
x >+a x> —Ja
4 ~ | 1
x —o0 —+a Va + o0
x —+a )
x++a

(x ~ V&) (x + V)

(x —va)(x ++a) > 0 lorsque x€] — o0; —Va[UlVa; +oo]

L’ensemble des solutions de I’inéquation (x — va)(x ++va) > 0 est x€] — oo; —Va[u]Va; +oo[
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Application : .
Résoudre dans R I’inéquation x? > 3. .
4 |
S=
3
2]
1]
2 RE ‘2

Résoudre une inéguation avec la fonction carré :
Vidéo : mathssa.fr/ine4d 4mns12s

Résoudre Nindguation

2-3>5
x> 543
> g
PSb WA
Al e AD2 .
w2lu]2;+ [T 2

Exercice :
Une entreprise fabrique et vend chaque mois entre 50 et 100 vélos.
Le prix en € de vente d’un vélo, est p = x — 40 ou x est le nombre de vélos fabriqués
(50 < x < 100)
Le montant, en € , des dépenses pour la fabrication de x vélos est d = 4900 — 40x .
On suppose que I’entreprise vend I’ensemble des vélos fabriqués.
1.Démontrer que la recette de la société est R = x? — 40x. (50 < x < 100)
2.Déterminer, a partir de combien de vélos fabriqués 1’entreprise réalise un bénéfice. (on admettra que
les recettes et les dépenses varient entre 0 et 6000 — on réalise un bénéfice des que R > d)

LR= i

2. On résout I’inéquation R>d.
x% — 40x > 4900 — 40x

e e - - |l AUt donc produire au minimum ... vélos.
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On représente les courbes de R et de d a I’écran de la
calculatrice (on prend [50 ;100] pour x et [0 ;6000] pour y)

On résout I’'inéquation R>d.

On retrouve x > 70 . Il faut donc produire au minimum 71
velos

11- La fonction inverse

1.Définition

Définition :

1
La fonction inverse f est définie sur R\{0} par f(x) = =

Remarques :
- R \{0} désigne I’ensemble des nombres réels sauf 0, c'est-a-dire ] —0 ;0 [ U] 0 ; +oo [. On peut

aussi noter cet ensemble R*.
- La fonction inverse n’est pas définie en 0.

Exemples : calcul d’images

X -2 -1 0,25 1 2 3
f(x)
2.Parité :
Propriété:
la fonction inverse est impaire.
_ . 1 1
Preuve :Pour tout réel x, f(—x) = =T i —f(x)

Consequence graphique :
Dans un repére orthogonal, la courbe de la fonction inverse admet I’origine O comme centre de
symétrie.
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3.Représentation graphique

X -2 -1 0,25 1 2 3
1
f(x) -0,5 -1 4 1 0,5 é
4
3
2]
1]
0
3 2 1 D T 2 3 4
-1
-2
-3

1
Remarque :Dans un repére (O, 1, J), la courbe d’équation y = " de la fonction inverse est une
hyperbole de centre O.

4.Variations et conséguences

Propriété :
La fonction inverseest .................... sur I’intervalle |—oo; 0] et .................oontee, sur ’intervalle
10; +oof.

Remarque :

La variation d’une fonction ne peut s’¢tudier que sur un
intervalle.

On ne peut donc pas évoquer de décroissance sur

]-o0; O[ U ]O ; +oo[ qui n’est pas un intervalle mais conclure de
maniére séparée que la fonction inverse est décroissante sur
I’intervalle |—oo ; O[ et décroissante sur I’intervalle |0 ; +oo].

Démonstration au programme :

Vidéo : mathssa.fr/ine5 7mns37s
1
Onpose: f(x) = o

Soit a et b deux nombres réels strictement positifs avec a < b.
b 11 a-b 5

fB) = fl@)=5-—=— _

Ora>0,b>0eta-b<0.Donc f(b) — f(a) <0.

f est ainsi décroissante sur I’intervalle ]O ; +oo[.
- La décroissance sur I’intervalle |—oo ; O[ est prouvée de maniéere analogue.
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Tableau de variations

X -0 a b 0 a b +o0

f(x) = x?

S|

Résoudre une inéquation avec la fonction inverse :
Vidéo : mathssa.fr/ine6 7mns42

Propriété : a et b sont deux nombres réels de méme signe, on a alors :
L} \ 7 - 1 1
a<b revient aécrire E > ;

En effet, la fonction inverse étant décroissante, 1’ordre est renversé.

Résoudre une inéquation avec la fonction inverse :
Vidéo : mathssa.fr/ine7 4mnsi7s

Résoudre I'inéquation :
5 <§+258

a et b deux nombres réels non nuls et de méme signe.

1 1
a < b revient a écrire = > —
a b
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I11- La fonction racine carrée

1.Définition

Définition :
La fonction racine carrée est la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = V/x.

Exemples : calcul d’images
X -2 -1 0 1 4 9

f(x)

2.Représentation graphigque

Remargue : La fonction racine carrée n’est pas définie pour des valeurs négatives.

3.Variations et conséquences

Propriété :
La fonction racine carrée est ...................... sur I’intervalle [0; 4+oo].

Démonstration au programme :
On pose : f(x) =/x.
Vidéo : mathssa.fr/inel0 7mns25s

On pose : f(x) = Vx.

Soit a et b deux nombres réels positifs tels que a < b.

~ _ (Vb—Ya@)(¥b+va) Vb —Va' _ b-a
fB) = f@ = Vb —Va = e = e  Vbiva
Oorvb ++a >0etb—a>0.Donc f(b) — f(a) >0

Donc f(a) < f(b).

Ce qui prouve que f est croissante sur ’intervalle [0 ; +oo].
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Tableau de variations

X 0 a b +o0

1)
= Vz

Propriété : Si a et b sont deux nombres réels positifs, on a alors :
a<b revientaécrire va<+b

En effet, la fonction racine carrée étant croissante, 1’ordre est conservé.

Résoudre une inéquation avec la fonction racine carrée :
Vidéo : mathssa.fr/ine8 5mns12s

1V- La fonction cube

1.Définition

Définition :
La fonction cube est la fonction f définie sur R par f(x) = x3.

Exemples : calcul d’images

X -2 -1 0 1 2
f(x)
2.Parité :
Propriéte:

la fonction cubeest ..............

Preuve :
PoUr tOUL Tl X, F(—X) = oo et cee e et et e et et e et et e et e e e

Conséquence graphigue :
Dans un repére orthogonal, la courbe de la fonction cube admet I’origine O comme
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3.Représentation graphique

f)|l 8| 1] 0| 1] 8

3.Variations et conséquences

Propriété :
La fonctioncube est ........cooeiiiiii, sur R

Preuve : admis

Tableau de variations et tableau de signe

X -0 0 400
flx) =x3
x -00 0 4+
flx) =x3
Propriété :

a<b revientaécrire a® < b3

En effet, la fonction cube étant croissante, I’ordre est conserve.

Résoudre une inéguation avec la fonction cube :Vidéo : mathssa.fr/inell

10
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Résoudre I'inéquation : 2x* —3 < 13

a < b revient a écrire a® < b?

4. Positions relatives des courbes d’équations : vy = x, y = x% ety = x3

Pour des valeurs positives de x, on a: ™

- Six =1:Lacourbe d’équation y = x3 se 7]
trouve au-dessus de
la courbe d’équation y = x? qui se trouve elle-

o =
méme au-dessus de Y
la courbe d’équation y = x.
- Si0 < x < 1:L’ordre précédent est inversé. e
I
I
I
I
\ |
[ i N
/ 1 2

Démonstration au programme : Vidéo mathssa.fr/ine9 8mns38s

1¥cas:six>1:

- Pour étudier les positions relatives des courbes d’équations y = x et y = x?,
il suffit d’étudier le signe de x* — x.

Or,x2—x=x(x—1)>0carx > 1.

Donc, la courbe d’équation y = x?2 se trouve au-dessus de la courbe d’équation
y =Xx.

- Pour étudier les positions relatives des courbes d’équations y = x? ety = x3,
il suffit d’étudier le signe de x3 — x2.

or,x3—x?=x*(x—1)>0carx > 1.

Donc la courbe d’équation y = x3 se trouve au-dessus de la courbe d’équation
y = x2.

2°cas:si0<x<1:

-Danscecas, x2 —x =x(x—1)<Ocarx>0etx—1<0.

Dong, la courbe d’équation y = x? se trouve en dessous de la courbe d’équation
y = X.

-Et,x3—x?2=x?(x—1)<0carx—1<0.

Donc la courbe d’équation y = x3 se trouve en dessous de la courbe d’équation
y = x2.

11



